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AVERTISSEMENT. 


Le quatrième Volume, qui paraît aujourd’hui, comprend à peu 
près les matières ajoutées au programme d'examen de la Licence 
ès Sciences mathématiques à l’époque où le Tome [ venait d’être 
mis sous presse. 

Cette partie complémentaire, qui forme le Livre VI de l’'Ouvrage, 
et dont le commencement se trouve déjà dans le Volume précédent, 
a été rédigée pendant le cours de l'impression, à l’aide des maté- 
riaux dont je pouvais disposer et à peu près suivant le plan an- 
noncé à la fin de la Préface du Tome I. 

Elle se compose de quatre Chapitres, dont les deux premiers 
sont la reproduction presque textuelle de la deuxième Partie de ma 
Théorie élémentaire des quantites complexes, publiée en 1868. 
J'ai seulement ajouté, à la suite du paragraphe qui traite du déve- 
loppement des fonctions synectiques en séries périodiques, un 
nouveau paragraphe contenant la démonstration de la série de 
Fourier, d’après Dirichlet. Il m'a semblé utile de rapprocher ces 
deux développements, de forme identique en apparence, mais de 
nature si différente, et fondés sur de tout autres principes. 

Le Chapitre III a pour objet l'étude des fonctions multiformes, 
dont j'ai trouvé les éléments dans la Z'héorie des fonctions dou- 
blement périodiques de MM. Briot et Bouquet, et surtout dans le 
Mémoire de M. Ed. Weyr, cité dans ma Préface (1). J’y traite en 
particulier, avec développement, la théorie de linversion des inté- 


(!\ Zur Theorie der clliptischen Funetionen; Prag, 1876. 
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grales à périodes, en prenant pour exemples les intégrales CIrCUu- 
laires et elliptiques. 

Le quatrième et dernier Chapitre est consacré à l’étude spéciale 
des fonctions elliptiques. Après avoir exposé la réduction des in- 
tégrales elliptiques aux formes normales et les conséquences 
immédiates du théorème d’addition, je donne, en suivant la marche 
tracée par MM. Briot et Bouquet, les décompositions des fonctions 
elliptiques en séries de fractions simples et en produits infinis, 
les propriétés des fonctions que ces auteurs représentent par 
O,(u), et qui sont, à des facteurs constants près, les fonctions 
5r(x) de Jacobi, puis le développement des fonctions elliptiques 
en séries trigonométriques. J’établis ensuite, d’après Gudermann, 
la transformation de Landen, avec ses applications au calcul numé- 
rique des fonctions elliptiques. 

Je termine par l'exposition des propriétés les plus importantes 
des intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce, et Je 
donne, dans le dernier paragraphe, des Tables abrégées pour le 
calcul numérique des fonctions elliptiques, avec une courte in- 
structon sur leur usage. 

Dans tout ce Chapitre, j'ai fait usage de la notation de Guder- 
mann, qui m'a semblé la plus courte et la plus commode, et 
qui est déjà adoptée par un grand nombre de géomètres. 

J'aurais désiré faire suivre ce Livre VI d’un recueil d'exercices, 
comme Je l'avais fait pour les Livres précédents; mais je n’ai pu 
trouver encore le loisir nécessaire à l'exécution de ce travail, pour 
lequel je n'avais pas à ma portée les mêmes secours que pour les 
autres recueils. J'espère pouvoir combler bientôt cette lacune en 
ajoutant au Tome IV un Supplément, qui contiendra des exercices 
sur les diverses théories exposées dans le Livre VI et sur les prin- 
cipales applications des fonctions elliptiques. 


JAH 


Bordeaux, janvier 1881. 
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THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 
APPLICATIONS 
A LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


(Suite.) 
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CHAPITRE IT. 


APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 


S dE 
DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION 
COMPRISES DANS UNÉ AIRE DONNÉE. 


1167. Nous avons vu [1164] que, dans l’étendue d’une aire 4, 
l'excès M du nombre des zéros d’une fonction uniforme f (z) sur le 
nombre de ses infinis est égal au résidu intégral de la fonction 
D, log f(z) relatif à l'aire À, c’est-à-dire à l'intégrale 


Le | d log f (3). 


271,17 


Désignons par la caractéristique À l'accroissement d’une fonc- 
H. — Cours de Calc. infinit., IV. I 


2 OLYRE VI GHAP 1 SU 
tion non uniforme, représentée par une intégrale, lorsque cette 
intégrale est prise tout le long du contour de 4. D’après cela, en 
représentant par z0 la valeur de la variable z en un point du con- 
tour, par 3, la valeur de la variable au même point lorsqu'on a 
fait croître son argument de 2r, de sorte que 


QE retP, Zi, — re CEE 


et par F5, F, les valeurs correspondantes de la fonction multi- 
forme F{z), on aura 


J HRERAR ER EM 
>| 


On trouve ainsi, en particulier, 


a fs) 
Ja (2) 0 
et de plus 
dz Z; l 
[. — — log — — Alogz— 2x. 
el Z Z 


0 


Donc la valeur de l'indice intégral relatif à l’aire À pourra se 


mettre sous la forme 
A log 
M ESS cs 
A log z 


Cette expression de la différence entre les nombres de racines 
des équations 


HEea0; ice 


a reçu de Cauchy le nom de compteur logarithmique. 


1168. Supposons, par exemple, que f soit un polynôme entier 
du degré n, 


1 


yum Let nn Aile En 

= 4,3 + A2 Fine ee à HUB IN 0 
Il est clair que l'équation f = © ne peut avoir de racines finies. 
Donc la somme M ne contient aucun indice négatif, et, par suite, 
elle est égale au nombre des racines de l'équation f = 0. Prenons 
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pour 4 un cercle aussi grand que l’on voudra. Nous aurons 


#) 


2% 
log f — 2x logz -- log C + ‘| , 


2 désignant une quantité qui ne devient pas infinie DOUTE Éol. 
Donc 
FA 
A log f = nA log z + A log (a :) : 
d’où 
; L 
A lo jee E 
A log f 8 \ +2) 
er à à) É e 
A logz ns A logz 


2 0 > re a 
Or, pour z assez grand, le module de - devient inférieur à 
Z 


: LE £ 7 
celui de &, d’où 1l résulte que log (a+ :) reprend sa valeur 
Z 
primitive, lorsque z a parcouru la circonférence entière (!). 
Donc 


de) 


z 
A log Le + :) = ui; 


et, par conséquent, 


A log f 
— 2 j}, 


A logz 


L'équation 1 o a donc 72 racines. Ainsi nous obtenons encore 


(4 


[4 È : 
(*) Soient, en effet, mod. . ar ne leP, métAnE< 1. 06 a 


Alog(u+e)= Alogu + s tog (1+ 2) 
Lu 


1+ 7 COSP = p COS pe 
Puisque r est 1, 1 +7 cosp sera toujours positif, ainsi que cos. Donc l'argument + 
de += ne croit pas d’une circonférence, et par suite log (+ 2) reprend sa valeur 
primitive, après que z a parcouru le contour de À. Donc 


La 
Atog(1+ 2) —0, ét Alors Er} A log, 


On peut donc, dans la somme u+v, négliger, pour le calcul de Alog(u+e), la 
partie » dont le module est moindre que celui de «. 


rA LIVRE VI: dr GHA PI OLIS ST, 
une nouvelle démonstration du théorème fondamental de la théorie 


des équations. 


1169. On peut énoncer d’une autre manière le théorème du 
n° 1165. Soit 
Ha Eee Re 
d’où 


} u 
LE=R COS Pre RSR P = COtP: 
(2 


Lorsque la variable z a fait le tour de l'aire 4, f(z) reprenant 
sa valeur, log f(z) a crû d’un multiple de 27:, et nous avons vu 
que cet accroissement À log z est égal à 272 multiplié par l’excès M 
du nombre des zéros sur le nombre des infinis. 

Il s'ensuit de là que logf(x)= logR + :P croît de 2M ri, et, 
par conséquent, l’argument P croît de 2Mr. 

Considérons maintenant (fig. 91) une droite indéfinie dans les 
deux sens, mobile autour du centre du cercle sur lequel se me- 
surent les angles, et tournant dans un sens quelconque. Chaque 


Fig. or. 


fois que l’une ou l’autre des directions de la droite passera par le 
point À, la droite ayant décrit un angle P = - + kr, la cotangente 
2 


de cet angle P, représentée par la ligne AC, s’annulera. De plus, 
elle s’annulera en passant d’une valeur positive à une valeur né- 
gative si à ce moment l'angle P va en croissant, et, au contraire, 
elle s’annulera en passant d’une valeur négative à une valeur posi- 
uve si l'angle P va en décroissant. 

S1 à la fin du mouvement l’angle P à repris sa valeur primitive, 
la droite OC aura dû passer par le point À autant de fois en allant 
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de droite à gauche qu’en allant de gauche à droite. Si l’angle P à 
crû de æ, OC aura dû passer par À une fois de plus en allant de 
droite à gauche que de gauche à droite. Si l’angle P a crû de 2M7, 
OC aura passé 2M fois de plus par A de droite à gauche que de 
gauche à droite. Donc cotP se sera annulé 2M fois de plus en 
passant du positif au négatif qu’en passant du négatif au positif. 


Done, lorsque l’argument P de f(z) croîtra de 2M7, la quantité 


7 ; Es es 
- — cotP s’annulera 2M fois de plus en passant du positif au négatif 


re 
qu’en passant du négatif au positif. 
Si donc on pose 
fz)= u + iv, 


el qu'en faisant parcourir à z le contour entier d'une aire À on 
, ; u 26 
compte combien de fois le rapport — s’annule en passant du positif 
(2 


au négatif, et combien de fois il s'annule en passant du négatif 
au positif, l'excès du premier nombre de fois sur Le second sera 
le double de l'excès du nombre des racines de l'équation f(x) = 0 
comprises dans l’aire A sur le nombre des racines de l'équation 
f(z)= & comprises dans la méme aire. 

Si la fonction f(z) n’a aucun infini à l’intérieur de 4, l'excès 
en question sera précisément égal au double du nombre des racines 
de l'équation f (z)=— o contenues dans 4. 


1170. Soit, en particulier, une fonction rationnelle et entière 
ME a alictiais ee" ia. 


Cette fonction ne deviendra pas infinie pour des valeurs finies de z. 
Prenons pour contour un cercle de rayon infiniment grand r. Le 
premier terme a,z”* deviendra infiniment grand par rapport à la 
somme de tous les autres, et l’on pourra poser, € étant infiniment 
petit, 
fie Ur rer (1 + DE 
Soit maintenant 
qi ke x 

On aura, à des quantités près infiniment petites par rapport à celles 
que l’on conserve, 


u —=)r" cos(mp +0), v— dr" sin{mp + 0), 
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d’où, à un infiniment petit près, 


U 
= cot|mp + 0). 

Si maintenant z fait le tour du cercle, p croîtra de 2%, et 
mp + 0 de 2mn7. Donc cot(mp + 0) s’annulera 2m fois en passant 
du positif au négatif, sans jamais s’annuler en passant du négatif 
au positif. Donc l'équation f{(z) = o a m racines dans l’intérieur 
du cercle infini. 


4171. Pour déterminer la différence v — v’ entre le nombre de 
hs [74 

fois y que -> en s’annulant, passe du + au — et le nombre de 
o 


fois y’ qu'il passe du — au + tandis que z parcourt le contour 
de 4, Sturm a fait connaître le procédé suivant, qui est une exten- 
sion de celui qu’il avait donné pour le cas des racines réelles. 
Prenons pour contour de 4 une ligne qui se compose de parties 
C,C,..., sur chacune desquelles x et y soient exprimés en fonc- 
tions ralionnelles d’une troisième variable £. Pour chaque partie, 
u et seront exprimés également en fonctions rationnelles de #, de 
LE 


sorte que le rapport 
ro 


se changera dans le rapport . de deux fonc- 
uons entières de £. Le problème se ramènera alors à trouver la dif- 
férence y — y pour chacune des parties GC du contour. La somme 
de toutes ces valeurs donnera le nombre 2 M. 

Divisons maintenant U par V, puis V par le reste — V, de la 
première division, puis V, par le reste — V,'de la seconde divi- 
sion, et ainsi de suite (1). On finira par arriver à un reste constant 
— V,; car U et V, ne s’annulant pas à la fois sur le contour, n’ont 
pas de facteur commun. Soient maintenant, dans le sens des 
mouvements positifs, a et b les extrémités initiale et finale de la 
portion de contour C. Alors » — y sera égal à l’excès du nombre 
des variations que la suite 


US AV SANT EN 


(*) SiU est de degré inférieur à celui de V, le reste de la division de U par V sera U, 
et l'on prendra V,——U, 
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présente au point à sur le nombre des variations que la même suite 
présente au point a. 

La démonstration est la même que pour le théorème relatif aux 
racines réelles. On fait voir qu’un changement de signe de l’une 
des quantités V, V,,... n’a pas d'influence sur le nombre des 
variations. U et V ne peuvent pas changer de signe en même temps. 
Donc, si u —0 pour t —c, on aura à considérer les cas suivants, 
e désignant un accroissement compté positivement de a vers 6 : 


Higuv Core 
C—sl + + | + — 


A Qu a 
REA 
| | 


polie 


En + 


C + € Pse —+ | ae =” 


ês U 
Dans le premier et le quatrième cas, y Passe de-tà "donc, 


dans le passage par le point c, v augmente d’une unité, et en même 
temps il se produit une variation de plus, de sorte que l’accroisse- 
ment du nombre des variations donne bien l’accroissement de 
Ne Te 

Dans le deuxième et le troisième cas, . passe de — à +-, y croît 


d’une unité, et par suite y —v diminue d’une unité. Mais en 
même temps le nombre des variations diminue aussi d’une unité. 
Donc le théorème continue à subsister. Or, comme il ne peut y 
avoir de changement dans le nombre des variations que lorsqu'on 
passe par un point c, le théorème est complétement démontré. 


1172. Pour mettre en pratique cette méthode, prenons pour 
contour celui d’un rectangle dont les côtés soient parallèles aux 
axes coordonnés, et qui ait pour abscisses extrêmes x, et X et pour 
ordonnées extrêmes 7°, et Ÿ, en supposant 


D NN Por 
Le contour se composera de quatre parties : 


Grcorrespondant a = "y adepusir— 7 jusqu ais X, 


(5 » LED CS » TRE, » j'en 
Ci » “RESELVe » DIE IX » PRE NS 
C” » L'—X,, » T — » Ÿ —= }o: 
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Ainsi, dans chacune des quatre portions, U et V ne dépendront 
qué d’une seule variable, savoir, de x pour C et C”, de y pour C’ 
el C"” 

Si l’on veut obtenir toutes les racines d’une équation, on em- 
ploiera d’abord la méthode connue de Sturm pour trouver les 
racines réelles 
3 = 4j, 32 — A; - Z = À je 


La 


On divisera ensuite f(z) par le produit 
(z—a)(z— a, )...{z— a), 


ce qui donnera une équation ai 0 qui n'aura plus de racines 
réelles situées sur l’axe des x. On prendra ensuite cet axe lui- 
même pour un des côtés du rectangle. En faisant d’abord 


Lo— — D, Yo — 9» X—+ 1, Y—=+, 


on obtiendra le nombre des racines complexes x + iy pour les- 
quelles le coefficient y de rest positif; puis, en faisant 


LT Ds Pos X=+o, Y—o, 


on trouvera de même le nombre des racines complexes dans les- 
quelles le coefficient de à est négatif. 

On partagera ensuite le plan en bandes par des parallèles à l'axe 
des x; puis on subdivisera, par des parallèles à l’axe des y, chacune 
des bandes qui renfermeront des racines. De cette manière, les 
racines se trouveront resserrées dans des limites assez étroites pour 
qu’on leur applique la méthode d’approximation de Newton. 

Ici, comme dans la recherche des racines réelles, 1l n’est pas 
absolument nécessaire que l'équation soit réduite à n'avoir plus 
que des racines simples. Cependant il y a naturellement avantage 
à commencer par l'application de la méthode des racines multiples, 
afin d’avoir à opérer sur une équation plus simple. 

Il est facile de déterminer les racines imaginaires pures, qui 
sont les racines communes aux deux équations 


HO TEE" 0) M 00,0 10: 


et qui s’obtiendront en égalant à zéro le facteur commun à ces 
deux équations. Après avoir supprimé ces racines, on partagera le 
plan en quatre parties correspondantes aux quatre angles des axes 
coordonnés. 
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SEL 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS SYNECTIQUES EN SÉRIES PÉRIODIQUES. 


1173. Du théorème de Laurent, démontré au n° 1148, il résulte 
que, si f(z) est une fonction synectique de z, dans l'intervalle 
compris entre deux cercles concentriques de centre c et de rayons Rs 
et R,, on pourra développer f(z) en une série convergente suivant 
les puissances entières, positives et négatives, de la différence 
z—c. On aura de cette manière 


ou, en posant z—c— re, 


) JC re He ds Die De ne 
I | 
= a_; à mm 2 + HS D Ch == eu 

le coefficient a, d'indice quelconque étant donné par la formule 
générale 

I 


2T 
(2) Ep [ (ce ans er)e-"irdy, 
0 


2To 
i € 


où p représente une constante positive quelconque comprise entre 
Rietn. 

S1 dans le second membre de (1) on remplace l’argument p par 
p +2kr, k étant un nombre entier arbitraire, ce second membre 
ne changera point de valeur. Donc, ce second membre est une fonc- 
tion périodique de l’angle p, et, par conséquent, il doit en être de 
même du premier membre tant que l'égalité (1) subsistera. C’est 
d’ailleurs ce qui résulte immédiatement de la supposition de l’uni- 
formité de la fonction f{z) dans l’intérieur de l’aire considérée; 
car, de ce que l’on a 

C + ele ttre(P+2Ar), 

il résulte alors que 


Aie LE rer) = 40 Va Fe. re CEE) 


c’est-à-dire que, si l’on considère dans f(c + r'etP) l’argument p 


io 0e LIVRE VI. — CHAP. II, $ 11. 


comme seul variable, et qu’à ce point de vue on représente cette 
fonction par F(p}), on aura 


F(p)= F(p+2fr). 


Ainsi une fonction synectique d’une variable complexe retP de 
module r constant est toujours une fonction périodique de l’ar- 
gument p de la variable, la période. étant 27 [366]. 


1174. On peut donner au développement (1) la forme d’une 
série trigonométrique, en remplaçant les exponentielles imagi- 
naires par leurs valeurs en cosinus et sinus, et, si l’on pose 


je us, MAT CUS TN EEE LC 
il vient 
I 
En = 40 + G-COSP + 43 COS2p +... 
+ 6, Sinp + f; SM2p +... 
On voit aisément que, si F(p) est une fonction paire de p [288 |, 
le développement devra se réduire à sa première ligne et ne con- 
tenir que des cosinus. Si, au contraire, F(p) est une fonction 


impaire de p, le développement se réduira à sa seconde ligne et 
ne contiendra que des sinus. 


1175. Dans le cas où le module 7 est constant, on peut le sup- 
poser, ainsi que p, égal à l'unité. La formule (1) devient alors 


(OEID = afp a eu ere 


(3) 


+ ane P+a er +. ., 


la valeur générale d’un coefficient de cette série étant 


Le p ae ni? de 
Lei (p)er "it do. 
4 (0) 


Le terme général de la série peut s’éerire, en faisant passer le 
facteur e*t? sous le signe d'intégration, 


: 2T 
F{v)e"{(p—+) do. 
ru ; 


En réunissant les termes qui correspondent à des indices égaux 


He ie 
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et de signes contraires, leur somme deviendra 


27 
aperiP + a_ ein — = L F{o)cosr(p — »)dy. 
T 
O0 


Donc le développement d’une fonction de efP, synectique pour 
toute valeur de l’angle p et périodique par rapport à cet angle, la 
période étant 27, sera de la forme 


| ; pe se 27 
6) Fe fre +i Z [ F(e)cosn(p —)& 
TZ O F O 


Si l’on remplace dans (3) les exponentielles imaginaires par 
leurs valeurs en cosinus et sinus, ou, ce qui revient au même, si 
l’on développe, dans chaque terme de (4), la valeur de cosrz(p—), 
on aura une série de la forme de celle du n° 1174, où les coeffi- 
cients &», D, auront pour valeurs 

I 


19T 
Un —= Un Tr An — - | Fe) COS 72 do, 
(e] 


27T 
En = (an TA Es) = É f Fo) sin 7 0 do. 
LPS 


Dans le cas où F(p) est une fonction réelle de la variable réelle 
p, le développement devra avoir ses coefficients æ,, 5, réels, et, 
par suite, les coefficients primitifs a,, a_, devront être des quan- 
uités complexes conjuguées. En les mettant sous la forme 


le lt 
Cne'rs Che in; 


OÙ C, Yn Sont des quantités réelles, l’ensemble des deux termes 
correspondants de la série deviendra 


de ent 26;.C0s| 2paw)e re 


Le développement pourra donc s’écrire ainsi : 


(5) Pipi= cire D c, cos (np + yn). / 
TN 


1176. Pour indiquer un exemple du cas que nous venons de 
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traiter, considérons la question du développement, suivant les co- 
sinus et les sinus des multiples de l’anomalie excentrique, d’une 
puissance impaire négative de la distance d’une planète à un point 
fixe. ; 

S1 l’on désigne par p cette anomalie excentrique, par H, K, &, 
G des constantes dépendant des éléments de l'orbite et de la posi- 
Uon du point fixe, le carré de la distance en question se présentera 


sous la forme 
A = H + K cos(p — 2) +. Gcos2p. 


La fonction À-*, u étant un nombre entier positif et impair, 
bien qu’étant obtenue par l'opération de l'extraction de la racine 
carrée, qui donne lieu à deux déterminations, pourra néanmoins, 
comme nous le verrons plus tard, être considérée comme uniforme 
et continue dans l'étendue d’une aire qui ne contient aucun zéro 
ni aucun infini de cette fonction, et par suite aucun point-racine 
de l'équation A? —o. 

Or une discussion facile montre que les racines de l’équation 
A? — 0, qui est du quatrième degré par rapport à e/, sont de la 
forme 


a, b étant, ainsi que 8, des constantes réelles, et pouvant être sup- 
posées telles que l’on ait 


OUEN" 
La valeur de A? pourra ainsi s’écrire 
G , ANT CAT 
A — (1 — ae) lc ue (1 — beftz) De Di 
2 ab Z Æ 


On se propose maintenant de développer suivant les puissances 
de z — eîP la fonction 


et 1l s’agit de reconnaître a priori si Ce développement est pos- 
sible. 


Le module de z étant égal à l’unité et les modules des racines de 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES. 13 


l'équation À? — o satisfaisant aux inégalités 


| = 


D 


Per 
DRE CT TEA 


(ee 


) 


le point z sera toujours compris dans l’intervalle de deux cercles 
re — I 

décrits de l’origine comme centre, avec les rayons a et —, et cet 
a 


intervalle ne contiendra aucun zéro n1 aucun infini de la fonction 
F(p). Donc le développement proposé sera toujours convergent 
et sera de la forme de la série no du numéro précédent. 


1177. Sous la forme que nous avons donnée au développement 
(1) de f(c + reiP) —=F(p), la variable p est supposée n’admettre 
que des valeurs réelles, et la période 27 de la fonction est aussi 
réelle. On peut transformer ce développement en un autre qui 
représente une fonction d’une variable complexe, ayant pour pé- 
riode une constante complexe quelconque. 

Posons 


z—c—= réel — 6-1 ir — 


e(P+iq) : 


étant une nouvelle variable et À une constante arbitrairement 
choisie, réelle ou complexe. 

La fonction f{z) = F(w) ne changeant pas de valeur lorsque p 
croît de 27, et par suite de À, F(w) sera une fonction pério- 
dique d’une variable complexe w, ayant pour période une quantité 
quelconque 1. 

En faisant ces substitutions dans la formule (1), on obtiendra 
pour F{w) un développement suivant les puissances ascendantes 
et descendantes de l’exponentielle 


2T Ii 


À 
€ 9 


et dont le coefficient a, sera donné par la formule 
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en posant 


2Ti1V 


De a DE er) — p À ; 


et remarquant que, p étant constant dans l'intégration, on devra 


. DS I 
aussi considérer y — log - comme une constante. 
p 


On aura alors un développement de la forme 


2TiW &TIiW 


« 
(7) 2TiW ATiWw 


ane et QC e Mdr ee 


1178. Par suite du changement de la variable, le contour de 
l’aire dans laquelle était renfermée la variable z va changer de 
forme. Voyons par quelles lignes seront remplacés les deux 
cercles qui limitaient primitivement cette aire. 

Pour cela, voyons quel lieu décrit le point © quand le point 
pet décrit un cercle de rayon p. Si l’on pose 


Hetenheudet, 


7 . 2. T 6) 
l'équation " 


— 9 +iy donne, en égalant les parties imagi- 


naires, 


rsin(p — 9) — 


équation qui est, par rapport aux coordonnées polaires r, p, l’équa- 
uon d'une droite parallèle à la droite qui va de l’origine au point 
À. Donc le cercle de rayon p se change en une droite menée à la 
distance | 


+ 


l L 
h = — log— 
21 
de l’origine O et parallèle à la droite O1. 

De même, si z,, z, sont les points de discontinuité de f (3) par 
lesquels passent les deux cercles de centre c, et 6, w, les points 
de discontinuité correspondants de la fonction F{w), les deux 
cercles seront remplacés par deux droites passant par ces points 
Wo, W1, parallèles à O1 et situées aux distances 

I l I 


[ 
ho = == log — ME le = 
Lo ÈR,? nee OR 
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de l’origine. Donc l’aire de convergence comprise entre ces deux 
cercles se trouve remplacée par l'aire indéfinie comprise entre les 
parallèles en question, et la fonction F(w) sera développable sous 
la forme (7) pour tout point w de la bande limitée par ces paral- 
lèles. 

Tandis que les valeurs de z correspondantes aux diverses va- 
leurs p + 2kr de l'argument se recouvraient en un seul point, les 
valeurs 4 + ÆÀ de la nouvelle variable formeront, pour les divers 
nombres #, une suite de points équidistants, situés sur une même 


parallèle à O1. 


1179. Dans le cas de À réel, on a 8 — o, et OÀ coïncidera avec 
l’axe des x. L’aire de convergence sera alors une bande comprise 
entre deux parallèles à cet axe. On peut passer du cas de À com- 
plexe à celui de À réel, et vice versa, par une simple rotation de 
l’axe des x, en multipliant w et w par er". 


: — 27 A 
1180. Si l’on remplace la quantité y par sa valeur a et que 
l’on fasse, de plus, 
2 T 
l 


OV 
î 


5) 


la valeur (6) du coefficient a, deviendra 


:/ = . 2AT À 
| I x (4 + ik) rate I) 
(8) LR :J F É e dy. 


(e) 


En transportant l’axe des x parallèlement à lui-même, on pourra 
amener l’origine O entre les deux parallèles limites, sur la droite 
intermédiaire située à la distance de l’origine primitive, et l’on 
devra alors remplacer L par zéro, ce qui donnera la formule plus 
simple 


I U | mere 
(a) a | Fletyje © ‘dy, 
O 
ou, en supposant, de plus, À réel et8 = 0, 


u RE 
(10) Cr À FÜb en dr 
0 
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1 2RT.. 
: | —— iw : , 
Dans ce dernier cas, le terme a,e ! prendra la forme . 
l 27 
I ——i(mw —%) 
TA PARCAPES dy 
Caro) 


et le développement pourra s’écrire, d’une manière analogue à la 


série (4), 
T—=< AN 


l l 
As I L 2 _2nr(w —+}) 
(17) F{w)= 7 fe F(y)dÿ += ÿ rt) c0s | dy, 


REY à 


Dans les formules précédentes, qui déterminent la valeur géné- 
rale des coefficients &, du développement, on peut remplacer les 
limites o et / par d’autres dont la différence soit égale à la gran- 
deur { de la période. Il suffit pour cela de remplacer æ et Ÿ par 


a w—t{l, Ÿ—=Y —{, 


ce qui revient à déplacer l’origine sur l’axe des x. En posant alors 
F(w)=F;(w), la formule (10) devient 


à 
d’où 
AE, 
Fe Me PNR : 
Fu) =r{w)=7 | F;(+") dy 
F — À, 
DÉS me 
À ) | nl— 1, , conr(w ait . 
ED JEa F;,(Ÿ")cos ; dy". 
\ Ÿ À dE 1 9 


1181. Lorsqu'on voudra obtenir le développement de f(z) pour 
un point z situé en dehors de l'intervalle des cercles menés par les 
points Zo, Z,, par exemple dans l'intervalle des cercles menés par 
le point z, et par le point de discontinuité suivant z, dans l’ordre 
des distances à c, on devra donner à p une autre valeur, comprise 
entre les distances cz,, cz, et substituer cette valeur dans l’ex- 
pression (2) de a. 

De même, lorsqu'on voudra développer F{w) pour un point w 
situé en dehors des parallèles à O À menées par #, et w,, et com- 
pris, par exemple, entre les parallèles menées par w, et le point de 
discontinuité suivant #,, on donnera à L, dans la formule (8), une 
nouvelle valeur comprise entre les distances h,, h; de #1, 2 à O7. 
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” SÉRIE ET INTÉGRALE DE FOURIER. 


1182. Les formules établies dans le paragraphe précédent 
permettent de développer en série périodique convergente toute 
fonction d’une variable complexe ou réelle qui est uniforme et 
continue dans la partie du plan comprise entre deux parallèles 
données, el qui a pour période une constante quelconque, pourvu 
que l’on connaisse toutes les valeurs de cette fonction dans l’é- 
tendue d’une période, valeurs au moyen desquelles on peut cal- 
culer avec une approximation indéfinie les intégrales qui déter- 
minent les coefficients de la série. 

_ Nous avons pu, par un choix convenable de variables, ramener 
à une forme entièrement réelle le développement d’une fonction 
réelle de la variable complexe z. Mais cette réduction a été obtenue 
en particularisant un développement de forme complexe, et elle est 
fondée sur l'intégration d’une fonction d’une variable complexe le 
long d’un contour donné. Elle ne peut donc s'appliquer qu'à une 
fonction F(p) pouvant être définie comme fonction d’une variable 
complexe rePi, ce qui n’est généralement possible que pour les 
fonctions analytiques. 

Toutefois, Fourier a établi que les développements réels du 
paragraphe précédent sont susceptibles d’une grande extension, 
et peuvent s’appliquer à toute fonction, analytique ou non, F(x), 
péñiodique par rapport à la variable réelle p et définie par la seule 
connaissance de toutes ses valeurs dans l’étendue d’une période, 
pourvu que cette fonction satisfasse aux conditions suivantes : 

1° Qu'elle soit susceptible d'intégration (!); 

29 Qu'elle n'ait pas, dans l’étendue de la période, un nombre 
infini de maxima et de minima: 


3° Que, dans le cas où sa valeur varie brusquement, elle prenne 


(*) La définition que nous avons donnée [231 et suiv.] d’une intégrale définie ne 
pourrait plus s'appliquer au cas, par exemple, où la fonction à intégrer serait déter- 
minée par la propriété de prendre une valeur constante « pour toute valeur ration- 
nelle de la variable, et une valeur constante différente & pour toute valeur irration- 
nelle de cette même variable. 
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une valeur moyenne entre les valeurs-limites, prises de part et 
d’autre de la discontinuité. 

Nous allons démontrer que, pour toute fonction F(x) sausfai- 
sant à ces conditions, la formule (4) du paragraphe précédent 
subsiste, c’est-à-dire que l'expression 


27T € 
| 2 FE) défi + cos(£— x) + cos2(E— x) +...+ cosm(E— x)] 
\ O 
4) { . ; : 
I : sin(m+1)(£—x) 

| 7 2 F(&)4 sins(ë —xr) 


| 270 


converge, pour m infini, vers la limite F(x). 


1183. Commençons par chercher la limite, pour z infini, de 
l'intégrale 


k 
(2) nee) 


sin 
dt, 


sin é 


Lac A T ; 
h désignant un nombre positif £ et f (t) une fonction de £, que 


nous supposerons d’abord constamment finie, continue et non 
croissante lorsque t varie de o à L, c’est-à-dire telle que l’accrois- 
sement f(t+e)—f(t) soit infiniment petit avec €, et de signe 
contraire à € s'il n’est pas nul. 


Remarquons d’abord que, dans les limites assignées à la va- 


sin z2t : : 
conserve toujours une valeur finie, quel 


riable #, le rapport 
que soit 7, et qu'il tend vers la limite 7 pour t = 0. Mais ce rap- 


: ; * : ; VTT 
port n’est pas toujours de même signe. Soit, en effet, — le plus 
72 
. Te . . . 
orand multiple de — qui soit contenu dans L; partageons l’inter- 
72 


: à e HTrls , 
valle À en intervalles paruels égaux chacun à —, à l'exception du 
# Zè 


s VTT . T . . 
dernier } — —;, qui sera <7 -+ Les valeurs de sinnt qui corres- 
n 7 


pondent aux valeurs de t comprises dans les intervalles successifs 
entre 
Te Te 27 (y | }x VT vT 


OVett ONE SEE tetes JR RER 
72 72 24 2è 7è 7 
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seront de signes alternativement positifs et négatifs; il en sera de 


Sin 24 


même des valeurs de l'expression HE) » et par suite des inté- 


sin é 
grales de cette expression correspondantes à ces mêmes intervalles. 
Si l’on désigne donc par wo, ui, ..., u, les valeurs absolues de ces 
intégrales, le signe de l’une d'elles ux sera celui de (—1}#. 

De plus, il est aisé de voir que ces valeurs absolues wo, wi, ..., 
ux, ... Vont en décroissant à mesure que l’indice À augmente. Si 


TT 
l’on remplace, en effet, dans ux, £ par t +- n° Pour ramener ux aux 
mêmes limites que wy_,, on aura 


kr 


72è Q 
’ T\SINiI2t+T 
re r (e —- =) A 
sin “e =) 
L(k—i)r # 


[0 


kr 


[7 ® 
T sin 24 
nm} . 5 
sin ( = = 
(A—1)+ fe 


1 


En comparant cette intégrale à 


Eu nt 
fes l 
— ] u = = dit 
) k—1 mx Er Sin d : 


on a, par hypothèse, 


107 )EF(e) 


I I 
—_— Re 
: Te Sin £ 
Sin | £ + — 
L 


Donc l'élément de l'intégrale wx est moindre que l’élément cor- 
respondant de ux_1, et, par suite, ux<T ux_1. 

Pour les deux dernières intégrales u,_, et u,, à la diminution de 
l'élément en passant de la première à la seconde se joint encore la 


RE : : mas VT , T 
diminution de l'intervalle des limites,  — 7 étant : si Donc, 


a fortiori, u, <u,_1. 
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1184. Étudions maintenant de plus près l'intégrale de rang 4, 


(k+1)T 


e sin Z2( 
—_ lu — he 1 
LL ie fe) siné 


a 


sin z 


: THAT . 
Des deux facteurs A Fe et qui composent la fonction sous 


Sin € 
le signe /, et qui sont l’un et l’autre continus entre les limites de 
l'intégrale, le second conserve un signe constant entre ces limites. : 
Donc, d’après la formule établie au n° 283, VI, la valeur de l’inté- 
grale u; est, au signe près, égale à l'intégrale du second facteur. 
multipliée par une valeur moyenne du premier facteur, de sorte 


ee kr D(AHi)r 
que, en désignant par f; une moyenne entre fe et f 2 el 


on aura 

AH )r 
FRPATISiNn y 
| ir 


Li Sin £ 


(3) Ne" 


La nouvelle intégrale dépend de k et de 7, et sera du signe 
(—1)f. Désignons-la par (—1)"s;, et cherchons vers quelle limite 
elle tend lorsque, À restant invariable, 7 croît indéfiniment. Pour 


“y . . 
cela. remplaçons £ par —; il viendra 
72 


(—1)fs,— ARS c 

— de T 

\ Æ Le , 
n Sin — 


UT : À note 
et, comme 72sin—; pour 7 infiniment grand, diffère de + d’une frac- 
/è 


on infiniment petite de lui-même, l'intégrale (—1)#54 aura avec 


GI) sine | 
CL — — 
À 


l'in tégrale 
45 


L] L2 L 2 , L2 , L2 T 2 
un rapport infiniment peu différent de l'unité, et, sin— étant 
/è 
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moindre que =? Ce rapport sera de la forme 1 —e, e étant un infi- 


niment petit positif. 


re 
30 © sinr 
Or, on a vu [481, 482] que l'intégrale J —— dr a une valeur 
0 


_ 


& 
à s a A T 7 2 
finie, égale à — On peut la partager, comme nous l'avons fait, 
pour l'intégrale (2), en un nombre infiniment grand d’autres inté- 
grales, prises entre les limites respectives 


CCR ET CRT Te AT et (4 +<i)r, HR ONE 


et qui seront précisément les intégrales que nous venons de dési- 


sa 
Sin T à : 
- dr sera la limite 


L 


gner par (—-1)*04. Dès lors, l'intégrale J 
0 
de la somme de la série infinie 


Go— Ste. +(—1o;+..., 


= . . . Te 
laquelle, par suite, sera convergente et aura pour limite —. 
2 


Les termes de cette série allant toujours en décroissant, il ré- 
sulte d’une proposition connue que la somme 2, des Æ premiers 


ES TES : | MireiT ; 
termes sera inférieure ou supérieure à la limite —, suivant que k 
2 


; , à ALERT rar Te 
sera pair Ou impair, et qu’ainsi cette somme différera de - d’une 
2 


quantité moindre que le terme suivant 04. 


1185. Revenons maintenant à l'intégrale (2), et cherchons 
à déterminer la limite vers laquelle elle converge, lorsque # croît 
indéfiniment. 

Quand 7 croîtra, les intégrales partielles ux; changeront de va- 
leurs, en même temps que leur nombre augmentera. Soit N un 
nombre entier, indépendant de », et que, pour plus de simplicité, 
nous supposerons impair. Le nombre y, qui croit sans cesse avec », 
finira par surpasser N, quelque grand que soit celui-ci. 

Cela posé, partageons la somme uÿ— u; + us on dus: 
groupes, dont l’un contienne les N + 1 premiers termes, et l’autre 
tous les termes suivants. Le premier groupe sera, par la for- 


mule (3), 


(4) oo — 181 + 282 — eo — sx) 
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et le second, dont le nombre des termes croitra avec 7, sera 
(5) INR ISNLI UN Nes 


Il est facile d’obtenir la limite de la somme (4) pour 7 infini. 
En effet, les quantités f,, fi, ..., fx, étant respectivement com- 


prises entre les limites 


puar(e Aer» 5) AE] 


convergeront chacune vers f(o). D'autre part, les quantités 56, 
Si» -.-, Sn COnvergeront respectivement Vers Go, Ci ++ » ON: 
Donc la somme (4) aura pour limite 


flo)(s— or) mao ler ON = / 10. 2N. 
On peut donc la représenter par 


Do 


à étant un infiniment petit positif. 

Considérons actuellement la somme (5), composée d’un nombre 
indéfiniment croissant de termes. Ces termes étant alternative- 
ment positifs et négatifs, et chacun d’eux étant numériquement 
moindre que le précédent, la somme sera, quel que soit le nombre 
des termes, positive et moindre que son premier terme. Elle sera 
donc moindre que la Hmite de 


fx +15N+1 SJ\0 ss: » 


laquelle est moindre que celle de f(o)5%.,augmenté d’un infiniment 
petit positif e. Donc l'intégrale (2), somme des deux groupes (4) 
et (5), finira par différer de f(o).Z, d’une quantité numérique- 
ment moindre que d + f(o)ox.1-+e, 0 ete étant des infiniment 


2 mis T 7 ; 
peuits. D'autre part, Z, diffère de « d’une quantité moindre que 
. . . Te 
Sx41- Donc l'intégrale (2) finira par différer de - f(o) d’une quan- 
N+1 5 (2) Ê ir ) d 


uité moindre que 
d+e+2/f(o)an+:. 
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Or, la série c5 — 0, + 6—... étant convergente [ 1184}, il en 
résulte que son terme général doit être infiniment petit pour un 
indice infiniment grand. Donc on peut choisir N assez grand pour 
que 6x4, soit moindre que toute grandeur donnée. Donc l’inté- 
grale (2) finira toujours, pour z croissant indéfiniment, par différer 


= TT 
aussi peu que l’on voudra de SJ (o). On aura donc 


sin Le 


(6) lim rio He 10e 


71— © siné 


1186. La démonstration s'appliquant aussi au cas où f(t) se 
réduit à une constante c, on aura 


; à k Snne T 
( ) lim Re 
Ta sin £ 2 


7 == © 


Si maintenant la fonction décroissante f(t), au lieu de rester 
constamment positive depuis £ = o jusqu’à { — h, devenait néga- 
tive dans une partie de l'intervalle ou dans l'intervalle tout entier, 
on pourrait choisir une constante c assez grande pour que la 
fonction c + f(t) ne cessât pas d’être positive, et par conséquent 
pour que le théorème lui fût applicable. On aurait alors 


l sin nt, = 


im | [e+f(e)] = Tfe + f(o)]. 


AU siné 2 


En retranchant de cette équation l’équation (7), on retrouve- 
rait encore la formule (6). 

Supposons enfin que la fonction f{£) soit croissante depuis 
t—0 jusqu à t— h. Alors — f(t) sera une fonction décroissante, 
ct, par suite, 


L SLT 72 sin 7? 
re 1 roc 


SIN é sin FL 


LE T 3 
convergera vers la limite — — f (0), d’où l’on conclut que la for- 
2 


mule (6) est encore vraie pour le cas des/(t) croissante. 
Donc le théorème exprimé par l’équation (6) est vrai pour toute 
fonction f (4) assujettie à la condition de rester continue pour 


toute valeur de t, depuis t = 0 jusquàèt—Ah=© £— eh déiplus ide 


« 
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rester, dans cet intervalle, toujours décroissante ou toujours 
croissante, à moins qu’elle ne conserve une valeur constante dans 
une partie ou dans la totalité de l’intervalle. 


1187. Soit maintenant g un nombre compris entre o et h, et 
supposons que la fonction soit donnée seulement entre t=g 
ett—h, et qu’elle remplisse, dans cet intervalle, les mêmes con- 
ditions qu’elle devait remplir tout à l'heure entre o et L. L’inté- 


grale 
k 
(8) ft) 


£ 


sin 72 


dt 
Sin £ 


convergera, pour z infiniment grand, vers une limite que l’on 
pourrait trouver directement en suivant la même marche que 
ci-dessus. Mais il est plus simple de ramener ce cas au précédent. 
La fonction f (t) n’étant donnée qu'entre get h, rien n'empêche 
de compléter la série de ses valeurs depuis = 0 jusqu'à 1 = g, 
en supposant que, dans cet intervalle, la fonction varie dans le 
même sens qu'entre g et h, ou, plus simplement, qu’elle reste 
constamment égale à sa valeur f (g) correspondante à {= g. Alors 
le théorème (6) sera applicable à chacune des deux intégrales 


& sin z2t sin 24 
[rte AL Prte dis 
& O 


Sin é sind 


à T FR er 
qui convergeront chacune vers cette valeur — f{g). Donc l'inté- 
3} 


grale (8), qui est la différence des deux précédentes, convergera, 
pour 7 infini, vers la valeur zéro. 
Donc, Si 2 o et À sont deux nombres tels que l’on ait 


D eo me Fm 
LA 
et si f(t) est une fonction continue et variant toujours dans le même 
sens depuis { = g jusqu’à t — h (à moins qu’elle ne reste constante 
dans une portion quelconque de cet intervalle), l'intégrale (8) 
tendra, pour n croissant à l'infini, vers la limite zéro, si g n’est pas 


nul; mais pour g = o elle tendra vers la limite to): 
; 3} 
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S1 la fonction f(t) présentait des solutions de continuité pour 
les valeurs t= 3, t—h, de sorte que, € étant un infiniment petit 
positif, f(g—e) et f(hk— €) n’eussent pas les mêmes limites res- 
pectives que f(g+e) et f(h+e), il faudrait remplacer, dans ce 
qui précède, f(o) par la' limite de f(+ €), que nous désignerons, 
pour abréger, par f (+ 0). Il n’y aurait, du reste, rien à changer, 

_pourvu que les valeurs de f(£) correspondantes aux discontinuités 
ne fussent pas infinies. 


1188. Nous avons supposé jusqu'ici que la tonction f(£) ne pré- 
sente, dans l'intervalle de {= g à t— h, aucune valeur singulière, 
c'est-à-dire qu'il n'y ait aucune valeur de t pour laquelle elle de- 
vienne discontinue ou qui corresponde à un maximum ou à un 
minimum de cette fonction. 

Supposons maintenant que, entre g et h, il existe des valeurs t;, 
l2, +.., t qui correspondent à des discontinuités ou à des chan- 
gements de sens de l'accroissement de f{t). Nous partagerons 


k 
l'intégrale ÿ en intégrales partielles, prises chacune entre deux 
(e) 


valeurs singulières consécutives : 


É LS k 
Î + | +..+ f 
Vg £ t 


1 


Le Re 1 2 / T : 
La première de ces intégrales a pour limite zéro ou GE o),sui- 


vant que g sera ou non différent de zéro. Toutes les autres seront 
nulles, d'après le numéro précédent. Donc, enfin, le théorème dé- 
montré ci-dessus subsistera, quelle que soit la marche de la fonc- 
tion f(t), pourvu que les valeurs singulières y soient en nombre 
fini et qu’ainsi la fonction soit intégrable. 


1189. Nous pouvons maintenant passer à la détermination de 
la limite, pour m infini, de l’intégrale 


1e PP sin(m<+t)(E —>x) 


(1) Sas 


- - des 
2T sin, (£— x) F 


En posant 


Er = 27 1/4 


26 LIVRE VI. — CHAP. 11, $ III, 


l'intégrale deviendra 

I ñ sin #24 

— F(x+2t)-— dt, 
” sin 


intégrale de même forme que celle que nous venons d’étudier, à 
cela près que les limites sont différentes. Nous allons, par décom- 
position, la ramener à des intégrales dont les limites soient com- 


ù : MT 
prises dans l'intervalle de o à = 


1° Supposons d’abord o x <Z nr. On décomposera l'intégrale 


va 
— TT — 


2 
Jen 
D 
2 


(4). On a d’abord, en vertu de la formule (6), pour la première 
intégrale, 

T 

; sin 72f 


im À f° F(x+at) — dt = =F(x+o). 
UR sin £ 2 


n—= À T 
Pour x — 0, cette valeur se réduit à 


= F(+o). 


TT —— 


(5). En changeant t en rm —t, la deuxième intégrale 


ÈS 
© 


devient, pour x > 0, 
Po 
2 


PA: sin 26 
lim = Fix +or— ot) = dr 0: 
LA 


n—= 1 


2 
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pour x = 0, cette valeur se change en 


Ù 4 


- F(2r — Oo}. 


D 


(eo) 
(y). Pour la troisième intégrale | , Si l’on change t en —#, il 
Ë 


2 
vient 


WW | & 


2 Sin 726 I 
lim — Fix—2t)—d—-F{x—o), 
0 Sin £ 3) 


RE) Te 
valeur qui, pour x = o, doit être remplacée par zéro 
Donc, pour x > 0, l'intégrale aura pour valeur 


F(r+o)+F{x—o 


Lo) 


4 


) 
pour x — 0, elle deviendra 


F(+—o)+F 2- — 


2 


2° Si l’on a rx << 27, en remplaçant x par 27 — x, t par 
— t, l'intégrale deviendra, pour o <'x'<[7, 


D 0 
I É sin 724 
: Far — x —2t) —— dt, 
Tr c! Sin £ 


et, en décomposant cette intégrale comme dans le cas précédent, 
on trouvera, pour les trois parties : 


(æ). + F(27—x/— 0) —{F{(x—0o) pour x<27,et5F(27-—0) 
HORDE = NT: 

(B). La valeur zéro pour x<< 27, et iF(+o)pourx—2t; 

(EME OP DOUrT CE 2 Tr CLIZCIOIPOUL L — 27. 

Donc, pour x<< 27, l'intégrale a encore pour valeur 


F(x+o)+F(x—o) 
2 


9 
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el, pour x = 2T, 
F(+<o)+F(2r —0o) 
D 


3° Pour x de grandeur quelconque, on ramènera sa valeur entre 
les limites o et 27 par l’addition ou la soustraction d’un mulüuple 
convenable de 27, ce qui n’altère ni la fonction F(x), qui est 
supposée périodique et de période 27, ni la série limite de l’in 
tégrale. 


1190. Donc, quelque valeur que l’on donne à +, la série trigo- 
nométrique 


(9) { k 
A 2 27T 
il nd ve »  \ Ue a 
+ [cor f F(Ë)cos£d£é + cos2x [ F(E) cos2£ dE +... | 
T | 
0 © 0 
27T 207 
] Q , e a A . Le ® Le 
| +: [sine f F(EË) sin£ dŒ + sin2x F(£)sin2ë dë +. | 
\ de o © O 


aura pour valeur F(x) si cette fonction est continue dans le voi- 
‘ I 5 
sinage de la valeur x, et >. [F(x—o)+F(x+o)] si x est une 


valeur de discontinuité de F(x). Il en sera encore de même pour 
x = 0, puisque l’on peut, en vertu de la périodicité, remplacer 
F(27—0o)par F(—o). 

Sicdonc on donne à FX), entre T—0 et 721, Unes 
arbitraire de valeurs, représentable par un arc de courbe de forme 
quelconque, pourvu qu'il soit composé de parties continues et 
que les discontinuités, ainsi que les maxima et minima, ÿ soient 
en nombre fini, la série (0) représentera l’ordonnée de cet arc 
entre les abscisses o et 27, et, en dehors de ces limites, elle repré- 
sentera une suite, indéfinie dans les deux sens, d’arcs identiques 
au premier. Seulement, pour chaque point de rupture de la courbe, 
la série représentera la moyenne arithmétique des deux ordonnées 
correspondantes à ce point. 
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La série (9) étant de même forme que la série (4) du n° 1175, 
on pourra, par un changement de variable combiné avec un chan- 
sement d’origine, lui faire subir les transformations réelles que 
nous avons exposées dans le paragraphe précédent, et y remplacer 
ainsi la période 27 par une période réelle arbitraire /, puis les 
limites o et / par d’autres limites quelconques — {6 et /— 4. 


1191. Donnons quelques exemples d’applications de la série 
de Fourier. 


I. Soit F{x)=— cosux. Cette fonction étant paire, le dévelop- 
pement ne contiendra que des cosinus [1174]. Si l’on suppose la 
fonction donnée entre x = — r et x =+ 7, le coefficient &, du 
développement [1175 | aura pour valeur [ 449] 


T T 

L 2 4 2, 22 12 2 

PRE [ COS 5 cos 72 Ë dE == 2 f COS LS cos 72 Ë dE 
[e) 


T Te 


IRC 


2u SINUTCOS7T  , 


+ — 1} 2. SIN LT 


ÿ) 


T p?— n? | T 1 — 1 
avec 
SiNnpT 

es 4 es n 

2) bPT 
On aura donc 

Sin LT QU 2 n° 
BCE ESS 1 — COSX + — COS2X — . E 
A Dérma tape ler #4 


d’où, en faisant x =, 


ou, en posant uT = u, 


I 2 u? 9 uw? 
COURANTS DA 
u Ut 7e? u® — Â T° 


développement convergent quel que soit u. 
En intégrant les deux membres de cette égalité, passant ensuite 


des logarithmes aux nombres, puis déterminant la constante arbi- 


traire par la condition 


. “sinz 
lim et le 


L—0 u 
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on a le développement de sinu en produit infini, 


Sin VU Ib I RE TE | I — SRE CRC 
T° | T°? O7 / 


* c TE F 
Si l’on y fait u — = la formule deviendra 


(5) 


II. Soit F(x)=—x, la fonction étant donnée entre les limites 
— 7x et +7. Cette fonction étant impaire, le développement ne 
devra contenir que des sinus, et le coefficient général sera 


I 


71% 
2, ; sh 2 
Ca 2 f EsinrË dé —(—1)1.-. 
TE 
O0 
On aura donc 


: 15: 1e 
#= a(sine — — SIM2T + sons Le nf 
5) 


Cette série représentera, entre les limites — x et +7, l’or- 
donnée de la portion correspondante de la bissectrice de l'angle 
des axes positifs. Dans les intervalles suivants, de + 7 à +37, 
de 3Tà +5T,...,et de même dans la direction opposée, la série 
représentera l’ordonnée de la même portion de bissectrice que l’on 
aurait transportée parallèlement à elle-même le long de l'axe 
des x à des distances 27, 47, .... Pour les abscisses mêmes 
Er, +37T,..., la série représentera les points correspondants de 
l’axe des x. 


III. On donne le contour d’un trapèze isoscèle OABC, dont 
la base OC = a est située sur l’axe des x, l'angle AOC — BCO 


p L4 A Te \ 4 4 
étant égal à ;» et la hauteur du trapèze étant b. On veut repré- 


senter l’ordonnée de ce contour par une série trigonométrique, 
en supposant qu'il se reproduise identiquement tout le long de 
l'axe des x, la fonction ayant, par conséquent, a pour période et 
étant une fonction paire. On prendra alors la série des cosinus, 
avec les formules 


I LA : D. 2TNE 
ol F(E)dË, = à | F(Ë)cos ge dE. 
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Pour effectuer les intégrations, on décomposera chaque inté- 
grale en trois parties, séparées par les abscisses b et a — b, de 


sorte que 


b Fig) 2 a _ 
2 DIT EME 2 RTE Dee Le 
= % Ë cos dE + [ b cos dE + (a — Ë)cos ie 
a [44 «a «a 
0 b 
b 


© ab 
e a —b 
2 20 27NTE 
= — Ë COS —— dé —- cos dË 
) b £ 
20 , 2nxb a 2nrb \ 
a SIL sn 1COS ==} 
nT a hr?r? a 1 
avec 
I b(a—b) 
as — Û 
5) a 


S1 l’on suppose a — 2, le trapèze se réduit à un triangle et les 
expressions des coefficients se simplifient. Il vient alors 


I a 2.4 
= 5 © Hoi "O œ a —) 
, 0 A PAL () DSL (22 +i}r° 
d’où 
2a/[r? I 2TX 1 Grx 
Fix) — HS 1:00 — 7 cos — 


[Oo] 


RARE . I bu I ns 
SN RDS NES ES À LL 

IV. Si, au contraire, on suppose que les trapèzes soient situés 
alternativement au-dessus et au-dessous de l’axe des x, la fonc- 
tion F(x) sera impaire, et l’on devra prendre la série des sinus. 


La période de la fonction sera alors 24, et les intégrales devront 
nTrË 


être prises entre les limites — a et + a. La fonction F(£) sin 


étant paire, on aura, pour cette fonction [460 |, 


+ a a 
11 =: . 
PRE 0 
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Donc la valeur générale du coefficient B, sera 


a 
2 = LOMRPEN Lo 
ju F(E)sin dE 
Pr : ) 
a [42 
[e] 
b 2 a —b 24 ” 
5) HT UnTe : FRE. 
= — £ sin — dE + | b sin dé + (a —Ë)sin dE£ 
[4 à « b (#4 PRET À [44 


2.4 . nrb ; nr b 
ee Neil -+ SIN IT — , 
nr? a 220 M 


valeur qui s’annule pour 7 pair, et qui, pour #7 impair = 2m+1;, 


devient 


À a . (am <+i)rb 
——— sin . 
a 


Donc le développement cherché sera 


Aa rb. rx 1. 3rb . 3rr 
F(x)= —{sinm— sin— + — sin —— sin 
T a 7 SE TE 7 
1 . brb . 5rx 
+ > sin sin A de 
Or (4) «& 


Pour a = 2b, les trapèzes se réduisant à des triangles, on a 


NATURE bre ST UOTE 
F(x)—=— {sin — — sin - Sin aile 
7" a “+ a 0. a 


1192. Extension de la série de Fourier aux fonctions de plu- 
sieurs variables. — Soit F(x, y) une fonction de deux variables 
indépendantes x, y, périodique par rapport à chacune de ces deux 
variables, et supposons d’abord que les deux périodes soient l’une 
et l’autre égales à 27. On aura, en développant d’abord par rap- 
port à la variable x, 

nee 


2T 27 
Hérini ; J. FHr)Æ+iZ f F{E,y)cosm(E— x)dé. 
o) . 0 


27 


TT = 


En développant maintenant la fonction F(£,7) par rapport à la 
variable y, on aura de même 


fn —0 
n2T 


DUT 
F(E7)= — F(£,0)da DE F{E,n)cosx(n —7)dr. 
0 
| 
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Substituant cette valeur dans le développement précédent, on aura 


F(x, y) — gas JSF (Ex)dE de 


I à ; < 
.- = DJS F (En) cosm(E — x)di dn 


HN N | 


1 — à 


D JSF (E, a) cosn (r — y) dE da 


== 1 


I 


+ = 
27° 


N—=S 1—=HD 


+= » DJSF(Ea)cosm(E — x) cosr (1 — y)dE da, 


LOI 


toutes Les intégrations étant faites entre les limites o et 27. 

On passerait de là aisément au cas où les périodes relatives aux 
deux variables x, y auraient des valeurs quelconques. 

Il est facile de voir comment on poursuivrait cette extension 
dans le cas d’un nombre quelconque de variables. 


1193. Intégrale de Fourier. Soit F(x) une fonction tou- 
jours finie entre les limites — Z et + /, et telle que l'intégrale 


r r+i 
: [ NE) dx 
De? 


tende vers zéro lorsque la valeur numérique commune / des deux 


limites croît indéfiniment. Nous avons, entre x = — [et x — + [, 
F 5: De Ed + I x OP lient 
mes free+3S me 
71—1 
En supposant / = « , il vient, d’après l'hypothèse, 
ME 
ae 4 dé — 
:æ 2 l u (ë) 4 


et la valeur de F(x) se réduit à 


J1== 0 


+ mé — x 
me D [| F(#)cos EE 


== A1 


H.—-Cours de Caleul infin"\V,. F 
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Lorsqu'on passera d'un terme de cette somme au suivant, 7 crois- 


+=. : nTr . UE ; 
sant d’une unité, le coefficient 7. croîtra de la quantité infiniment 


. T e A L2 L] 
petite n: et la somme des 2 premiers termes croîtra, par l'addition 


de ce (7 +1)" terme, de la quantité 


comme une fonction o(p .) de la quantité 


nT 


Mo/s 


l'accroissement de la somme des 7 premiers termes sera la quan- 
lité infiniment petite | 


Fole+5)= duel u + dy). 


Or la limite d’une pareille somme n’est autre que l'intégrale 


cO Ste 20) 
F(#)= 2) du F(E)cosp( E — x )dé. 
0 U 


La quantité sous le signe d'intégration relatif à x étant une 
fonction paire de , on peut, en vertu du n° 460, remplacer les 
limites o etc par — et + ,en prenant la moitié, et il vient 


+ co tee | 
Her Éaih FE }cosu(E — Z} AH dE. 


ainsi 
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Sila fonction F(x)estpaire, on verra, en développant cosp(£—x), 
que le terme de l'intégrale qui dépend de sinp£ s’évanouira, et, en 
appliquant la formule du n° 460, on trouvera 


o 2) 2 
F()= 2 | . F(Ë)cosuË cosux du di. 
(e) O 


De même, si la fonction F{x) est impaire, on pourra écrire 


o (ee) ©O 
F(æ)= 2 | j| F(£)sinp£ sinpx dudë. 
O [e) 


Ces formules pourraient s'étendre, comme celles de la série de 
Fourier, au cas d’un nombre quelconque de variables. 


1194. Applications. — T. Soit, & étant un nombre positif, 


Er Ro 0 ADS 1 


et CN de x—— à T—O; 


F(x) sera alors une fonction paire de x, et l’on aura 


> PR œ à 
F{x) = — e% cos pË cos ux dudeë, 
Fo 0 


En intégrant par rapport à £, on a [ 456, IV] 


- RS a 
ea cos uË dé = ———-. 
i ) 2 
ë a” —- ue” 


Donc 
Ë D OT COS LE 
F(x) = — ——— dy. 
TT 0 A” —+- L 
Ainsi l'intégrale 
Le COS LT 
: a” - LL” 
T_ Ltax 1 : 7; PAR 
a pour valeur — et depuis x = — 0 jusqu'à x — 0, et — ex 
24 2 4 


depuis x —0o jusqu'à x = + co | 485, IV |. 


S1 l’on supposait, au contraire, F(x) = —et27 de x—=— à 
#) 
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x — 0, on trouverait de même 


ere) . 
(= 2 [Eee 


2 2 
Fi 0 dd Th 


IT. Soit maintenant 


r(e)= [fera 


x étant compris entre o et +. On aura, suivant que l’on sup- 
posera la fonction F(x) paire ou impaire, 


co ea b 
F(a)= 2 f de [ æ [ dt cospË cosux f (t)ert, 
[e) [e] a 


ss co co b 
Fiei= = [ dy f a | dt sinp£ snuxf(t)et. 
0 Vo a 


En effectuant les intégrations par rapport à £, ces deux expres- 
sions deviennent 


co b 
F(x)= 2 f cosgæ da ]| LP () de, 


ou 


Jo «a PLU 
Ce) b 
F(x) = 2 2 Sin x du ie - dt. 
10 a oo) 


Ces deux formules supposent x > 0. La première est encore 
vraie pour x —0 ; elle donne alors 


b 2 72 b 
(x) [ Titdie = | du fe) NLGE … 


0 a Ce mi 


comme on peut le vérifier en effectuant l'intégration par rapport 
à pm. Pour x—o, l’autre formule donnerait la moyenne entre 
F(—o) et F(+o), laquelle est nulle, puisque la fonction F(x) 


est alors supposée impaire. 


. I . c 
En faisant, dans la formule (1), f(t) — 1° On en ürera faci- 


4 A rt ne pe 


lement 
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ITT. Trouver une fonction qui soit égale à l’unité depuis x——1 
jusqu'à x — +1 et qui soit nulle pour toutes les autres valeurs 
de x. 

On aura 

(ee) I Le) à 
F(x)= - de [ cospé ensgede =? f En Htenl fs 
MENT AS 0 F Jo 


résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n° 482, II. 


& IV. 


SÉRIES DE BURMANN ET DE LAGRANGE. 


1195. Nous avons vu [11417 que, si f(w) est une fonction de w 
uniforme et continue pour toutes les valeurs de cette variable 
renfermées dans un certain cercle € (dont nous prendrons, pour 
plus de simplicité, le centre pour origine des coordonnées), cette 
fonction pourra se développer en une série ordonnée suivant les 
puissances entières et positives de w, 


(1) J(æ) = a+ au + au? +... 


Supposons maintenant que l’on change de variable, et que w 
représente une fonction donnée 


a — (2) 


de la nouvelle variable z, qui soit uniforme et continue dans une 
certaine portion du plan; cette portion du plan renfermera néces- 
sairement le point correspondant à l’origine des w et pour lequel 
la fonction (3) s’annule. Soit z, ce point, tel que l’on ait 


?(%) = 0. 
Si l’on fait | | 


flw)=fte(:)]=F(:), 


F(z) sera une fonction de z uniforme et continue dans le voisi- 
nage du point z, et dans toute l'étendue de la portion de plan 
pour laquelle les deux fonctions f et @ à la fois seront uniformes 
el continues, 
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Si l’on met pour w sa valeur o(z) dans le développement de 
f(w) suivant les puissances de w, on obtiendra le développement 
de F(z) suivant les puissances entières et positives de la fonc- 


tion o(z), 
(2) F(z)= a+ aæp(z) +alp(s)P +... 


11 s’agit de déterminer l'étendue de la portion À du plan des z 
pour laquelle ce développement est possible, et de trouver les 
expressions des coefficients &o, &,, &,... au moyen des fonctions 
MATE 


1196. Posons, pour abréger, 


o —(é), 
et considérons le résidu 
I [ Li (6) dé 
27 = œ@ — W 
Si la quantité 
lim (£—2) el = un a — re 
x lim 22) p(z) +p{z) 


n’est pas infinie [et il en sera ainsi si w’(z) n’est pas nul}, cette 
quantité sera la valeur du résidu en question. 

Supposons maintenant que, pour tout point du contour de l’aire 
A, le module de w = p{Ü) soit constamment plus grand que le mo- 


en une série 


dule de w = (3). On pourra développer alors RATE 


convergente suivant les puissances de w. On a, en effet, 
I I 7 HE NUE a 
142 +=) + 
© — w 0) c) (3) wo — #) 


En multipliant par _. F'(£) dt et intégrant tout le long du con- 


tour de À, on aura 


—= bb, 0, wie o, 
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les coefficients à; étant donnés par la formule 


(4) a 
AFS ns A A : 


et le terme complémentaire Q, ayant pour expression 


(5) A; =— Êe mn f. FE. 
2TI qe" (so —) 


1197. La condition 
mod.w >> mod.w 


sera remplie si l’on prend pour contour de 4 la courbe que l’on 
détermine en égalant le module R de o(z) à la plus petite des va- 
leurs de ce module qui correspondent aux diverses racines de 
l'équation q'(z)—o. 

En effet, ce module R, qui s’annule pour le point z — 25, va 
nécessairement en croissant lorsqu'on part de ce point, puisqu'il 
ne peut recevoir que des valeurs positives. Traçons autour de z, 
une série de courbes que nous désignerons par (R) et dont cha- 
cune correspondra à une même valeur constante du module R. Si 
l’on pose, u et # étant réels, 


F5 re o(z) — U + &, 
l'équation générale de ces courbes sera 
Ho h:. 

Deux courbes quelconques de cette suite ne se couperont pas, 
sans quoi il faudrait que u? + v? admît au point d’intersection deux 
valeurs différentes, et alors w et », et par suite o{z),ne seraient plus 
des fonctions uniformes. Donc ces courbes iront en s'élargissant à 
mesure que le module R croîtra, et chacune renfermera dans son 
intérieur toutes les précédentes. 


Il en sera ainsi tant que le module R n’aura pas atteint un maxi- 
mum. Or, pour ce maximum, on doit avoir 


d(u?+v?) —o, 
ou, en reprenant les notations du n° 1101, 


(uX +voY)dx + (vX — uY dy —o. 


ess 
Re 
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x et y étant des variables indépendantes, il en résulte 


u X +eY—o, vX—uY—o, 


d’où l’on tire X— o, Ÿ — 0, et par suite 
(2) =X+iY— 0. 


Donc, toutes les fois que le module d’une fonction synectique o(z) 
passe par un maximum Ou par un MARIMUM, la dérivée ®{z) 
s’annule. 

Il s’ensuit de là que, si R, est le plus petit des modules de @(z) 
qui correspondent aux diverses racines de l’équation 9’ (z) — 0, 
R, sera égal ou inférieur au plus petit des modules maxima. Si 
donc on prend pour contour de l’aire 4 la courbe (R,) donnée par 
l'équation 

HE pre, 


v’(z) sera différent de zéro dans toute l’étendue de cette aire, et, 
si z est un point de l’intérieur et € un point du contour, on aura 


toujours 
mod.w{6) >> mod.w{z). 


S1, de plus, la courbe (R;) est contenue tout entière dans l’aire 
de continuité 8 de la fonction F(z),et par suite aussi de sa dérivée 


4 
F'{(z) [1136], la fonction . sera uniforme et continue dans 
) 
toute l’aire limitée par (R;), et le développement donné par les 
formules (3), (4) et (5) sera convergent. 

Si (R,) sortait de l’aire 8, dans laquelle F(z) est uniforme et 
continue, on remplacerait (R,) par une autre courbe (R°) de la 
série (R), correspondante à un module R° CR, et contenue en- 
üèrement dans #. 


1198. Cela posé, multiplions les deux membres de l'équation 
(3) par '(z)dz — dw, et intégrons-les entre les limites z, et z ou 
entre les limites o et w. Il viendra, en posant 


by. 
CRE à Ap+1 — = 


2 
(6) F{z)—= a+ am +... + a+ [| A, dw, 
| À 
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\ , 
où l’on aura 


ee 1 Er ma ne Le) 


n 2Ti GI SMRN FEAT A A Te w" 


n F/ 
PRET LoD Alger e), 
PDC EPS Lo(zo+e)]" 


La formule (6) représente la série de Bürmann. 
1199. IT nous reste à faire voir que, dans les hypothèses où nous 
nous sommes placé, le terme complémentaire 1 Q, dw de la sé- 
2 


rie (6) est infiniment petit pour 7 infiniment grand. Ce terme com- 
plémentaire s’obtient par l'intégration de l'expression 


Tue AT F(6) dé 
(8) EN AT CILET TE) 


Le module f de o{{) est constant et plus grand que le module R 


de o(z). Donc, en faisant sortir le module fi de dessous le signe /f, 
on voit que Q@, se réduit à une fonction finie de z, multipliée par 


R\2 : > : ! : 
le facteur in lequel est infiniment petit pour infiniment 
hi) 


grand, d’où il résulte d’abord que la série (3) est convergente. 

Maintenant, le terme complémentaire de la série (6) s’obtiendra 
en multipliant l'expression (8) par dw—{(z)dz et intégrant 
entre les limites z, et z. Si l’on pose 


p(z2) =Ryx(z), 


R étant le module de o({z) correspondant à la limite supérieure z, 
on obtiendra pour résultat une intégrale finie, multipliée encore 


COUT Mine | 
par le facteur infiniment petit ñ) » et l’on en conclura que le 


terme complémentaire de la série (6) est encore infiniment petit 
pour 7 infiniment grand et que, par suite, la série (6) est conver- 
gente. 

On pourrait encore remarquer que le reste de la série (6) peut 
se mettre sous la forme 


I e sis 2" az 
Al 


ri Ja le(e) «7 
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expression qu'il serait facile de transformer en effectuant l’inté- 
gration par rapport à Z. On obtiendrait ainsi le reste de la série 
de Bürmann, comme on l’a fait pour la série de Cauchy [1120] 
Nous n'insisterons pas davantage sur cette formule, trop compli- 
quée pour être d’une utilité pratique. 


4200. Donnons quelques applications de la série de Bürmann. 


I. Supposons 


Les courbes (R) seront données par l’équation 
mod.[{(z— «)(z— 8)] —=[mod.{z— «)][mod.(z—f6)] =R. 


Or mod.(z—x)et mod.{z—f) sont les distances du point z aux 
deux points & et 6. Ces courbes sont donc des ovales de Cassini. 


Pour R moindre que le carré de la moitié de la distance 4 des deux 
foyers, chaque courbe se compose de deux ovales séparées, en- 


: : [1 —\? 
tourant l’une le point &, l’autre le point £. Pour R — E 26) , Les 
En / 


deux ovales se rejoignent pour former une courbe en forme de lem- 
niscate. Pour une valeur plus grande de R, on a une courbe unique, 


renfermant les deux zéros de la fonction. 
GE B 


La dérivée g'(z)—2z—x—f s'évanouit pour z — : 


2 
expression qui, substituée dans o{z), donne, pour valeur du 


module, 
'R À 2 
D — NS 
mod. |: —Mtûe> af ; 
5) 3} 


__\# 
Il faut donc prendre R < É Be , et partant choisir pour À celle 


2 
des deux ovales, dont se compose alors la courbe, qui entoure le 
{foyer dont z doit être le plus voisin, le foyer &, par exemple. 
On a alors, en supposant cette ovale assez petite pour que la 
fonction F{z) reste uniforme et continue à son intérieur, 


F(z)=F{c)+a(z—a)(3—B)+a{(3—0)(2— 8) +..., 
Mr ie I F'{x) 


I 
de Lin D ne 
‘ Pr er, Es (E— p}" 1: 26 APE {ap} 
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Soient, par exemple, 


Re 0 PR a Le 2}, 


: I : ! 
d’où R<T >; et supposons que la fonction F(z), uniforme dans 


4 


l'aire À, qui ne renferme pas le point de ramification z — 1, parte 
du point z — o avec la valeur initiale 1#=— 1. Il viendra 


4901. II. Znversion des fonctions. 


Étant donnée entre w et z une équation de la forme w = o(z), 
on peut, à l’aide de la série précédente, développer z, ou, plus 
généralement, une fonction donnée F{z) de z, suivant les puis- 
sances de o{(z)—w, ce qui donne l’expression de la fonction 
inverse de la fonction +. La valeur de z en fonction de w pouvant 
offrir plusieurs déterminations, on obtiendra plusieurs formes de 
développement, correspondantes aux différentes aires 4 qui en- 
tourent les diverses racines z, de l’équation o(z) = 0, et à l’in- 
térieur de chacune d'elles z sera une fonction uniforme de w. 

Soit donnée, par exemple, l’équation 


+ 


On a ici 


I 
mod, w[z|=—=-: 
AE 
Le contour à l’intérieur duquel z doit être compris est donc déter- 
miné par l’équation 
T 


mod. LAS, + OU UT + 7° — p?2(X—1), 
e 


Pour tout point de l’intérieur de ce contour, on a 


F{z)=F(o) +aw+au +..., 
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R—1r nCp//;: 
a == lim Pr = [es Fal Es L£ À (1 Ê 
C0 LÉR2 EE ENERTE 


1902. III. Serie de Lagrange. 
Supposons que l'équation entre w et z soit de la forme 


z—=c+wf(z), 
d’où l’on tire 


et, par suite, Zo—C, en admettant que f(c) ne soit pas nul. 
Si f(z) reste fini dans l’aire considérée, l’équation 9'(z)= 0 
devient 


f(2)—(2—c)f'(2) = 0. 


Parmi les racines de cette équation, on prendra celle qui donnera 
CC 
Je 


l'aire où z devra être renfermé sera déterminé par l'équation 


pour le module de la plus petite valeur R,, et le contour de 


ré = (CG 
mod. —— —=R 2 
HaMnE 


On aura alors 
F(z)=F(c)+ac+au? +..., 
avec 


RAOAOE 


ln E 


RSA (2 


1203. On peut établir la série de Lagrange d’une manière plus 
élémentaire, mais qui a l'inconvénient de ne pas faire connaître 
les conditions de convergence du développement. 

Soit z une fonction de w, définie par l'équation 


(1) HS NNÈSE 
Si l’on représente par 


A pen LU 
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la dépendance entre z et w, on a, par le théorème de Maclaurin, 


7t 
3 — } Ar SEM À OR OPA 4 
RON 0) ones UC rca Om rer me ki 


L’équation (1), pour w — 0, donne z —c, ou 


Yo)=e 
On a ensuite 
0z , z 
(4) + leon the? 
d’où 
Y'(o)—=f(c) 
On pourrait continuer ainsi, et obtenir successivement les valeurs 
de Y’(o), d”(o), .... Mais on peut trouver une formule pour 


exprimer le terme général de la série. 
De l'équation (4), on tire 


03 Ve) 


Ow 17e 


Si l’on différentie maintenant l'équation (1) par rapport au para- 
mètre c, 1l vient 


Oz vu I , 
debit — wf'(2)? 
donc 
Ôz Oz 
(5) SA ee 


0w 
On a maintenant identiquement, quelle que soit la fonction y, 


D,[x(z)D.z] _— D.[x(z)D,z], 


re : 0z 
ce qui fait connaître au moyen de =" 
dc 


comme on peut s’en assurer soit en effectuant les différentiations, 
soit en remarquant que ces deux quantités sont les expressions de 


D,D.x(2) — D,D,x{z). 
Donc, en remplaçant y'(z) par f(z), l'équation (5) donnera 


Dis D,[/(2)De:]=D.(/(:) Dis] = D. [/(2)] Des}, 
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t 

9 4 ? 

d’où, en faisant w = 0, 


Y'(o)=De.[f(c)F. 


De même 
Dis D,D.{[f(2)P Des) = Diff (2) Des) = Dé ff (5) Des, 


d’où 


ÿ’(o)= DEC F(c)F. 
Et ainsi de suite, de sorte qu’on aura, en général, 
ÿ0 (0) = DIT LS(c)}r. 


£n substituant ces valeurs dans l’équation (3), on aura le déve- 
loppement cherché de z suivant les puissances de w. 

Si, au lieu du développement de z, on veut obtenir celui d’une 
fonction donnée F(z), on formera alors les valeurs des dérivées 


de F(z) par rapport à w. On a 


D,F(:) = (:)Dsz = F'(:)f(4)Dez —f(2)D.F(2), 


+ 
o 
Î 
E 
& 
ee 
Fe 
© 
us 

I 

o 
OS 

ESA 
gl 
- 
ay 
= 
5 


et, en général, 
DEF SI =D AS DFE) 
Si l’on pose F(z3) — P{w), on aura donc 
PO NC CN 0 EE ACUE ec) OR eEE 
et généralement 
BOX) © lé | HACNTEé) L 

el l’on retrouve ainsi le développement du numéro précédent. 

1204. Comme exemple de développement par la série de 
Lagrange, prenons le problème de Kepler, qui consiste à tirer de 


|’ ’ = 
équation 
PU es 


le développement de l’anomalie excentrique uw d’une planète suivant 
les puissances de l’excentricité e, T étant l’anomalie moyenne. On 
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remplacera, dans les formules précédentes, z, w, c respectivement 
paru, e, T, et f(u) sera égal à sin u. Il viendra alors 


2 e (12 


CUS. É j RE PR 
u=T+ - SINT + — DrsnùT +... + ———— Dit sin!T +... 
I F2 1020 7 


Or on a, pour x impair, 


sin? T—nsin(r—2)T+{(7),sin(r —4)T 
CAS 10 D 20 n—1 à 
RTE 1) io —...+{—i) ? WrsurTiel { 


9 


el, pour 7 pair, 
COST — nr cos(r —2)T+{(72), cos(z — 4)T 


On peut tirer de là immédiatement les valeurs des coefficients des 
puissances de e. On trouve ainsi 


9 


SA Le 
U— TE esntE— sin2T+ 
1.2. 


p3 à ER 
re. (ssingr — ï sin } 
15101000. I 


+ Le ae di ere SE sn2T ae 
ANR EX À 1 Ja TE 


Pour obtenir le rayon vecteur r, on posera, 2a étant le grand 
axe, 


Il 


F{u)—=1—ecosu, 


«& 
et l’on aura ainsi 
“. e ., e n" 
— —=I— eCOST + — sin T + — Drysin T +... 
7 1 1.2 
CT è I 
—1— 6COST— —.-{cos2T — 1) — + — (3 cos3T — 3 cosT) 
1 2 149209 
e* / 
9 9 [d à! 
— —— — 2 COSAT — 4.92" cos 2T =: 0 
Toro 53 (4 À 4 ) 


Pour calculer l’anomalie vraie # — ©, on développera d’abord 
FENTE 
y 


7 . . . 
a — (1—ecosu)"? suivant les puissances de ecosu; puis on 
[42 


calculera, par la série de Lagrange, les développements des diverses 
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puissances de cosu. On aura ainsi 


a? e? 3e* / Le 
— —I1+ — + Ho h | 20 RS EE NE COSAE 
UE Er 
Be? k 3e \ 
ne De, PRES Cos2T + NE +. |ICOSST 
2 3 4 
e. | 
Hs Hess | COSAT +... 
24 


En multipliant ce développement par celui de 


on aura le développement de 


do == V1 —e.4T, 
à 


d'où, en intégrant à partir de T — o, on aura, pour l’expression 


de l’anomalie vraie, 


3 Q ; 
on =T+ (ae © + \sinT + ve 2 -..)sneT 
; \ 2? 20 
3 \ 
(ES né sin 3T + (es —.….) sin4T+.... 


1205. Pour obtenir maintenant les conditions de convergence 
de ces développements, considérons l’équation ®’(z) —o du 


n° 1197, laquelle devient 1c1 


sinu—{(u—T)cosu 


Sin? 4 


> OÙ u—T—tangu— 0. 


En supposant T réel, et posant u—x<+iy, cette équation se 


partagera en deux autres, 
Sh2 7 


sin 2 æ _s 
TT cos2x + Ch27y 


m1 
COS2X + Ch27° 


Ces équations ne pouvant être résolues tant que la valeur de T 
n'est pas donnée, cherchons du moins la plus petite valeur que 
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puisse recevoir le module de e pour une valeur réelle quelconque 


def: 

La seconde des équations précédentes peut se mettre sous la 
forme 
Sh2 y 


2 SM? X — 1 — + Ch27. 


Le second membre croissant avec y, et le premier membre ayant 
pour valeur maximum 2, y ne pourra surpasser la racine réelle de 
l'équation 


Sh2y 
== CHUN — set LA OUT sus 


laquelle, étant résolue au moyen des Tables de fonctions hyperbo- 
liques, donne la valeur 


FT 1;1007,..- 


Si maintenant dans la valeur e — on remplace u—T par 


SLN 4 
sa valeur tirée de q'(u) = 0, savoir, u—T = tangu, il vient 


; Ch y cosx + iShy sinx 
Ceci 2 - 
cos2x + Ch27y 


expression dont le module est 


2 
= = 
Vie + Ch27° 
Sh2y 


ou, en remplaçant cos2x + Ch27 par sa valeur —-, 
) 5 


Cette quantité décroit pour y croissant, et, par suite, son minimum 
correspond au maximum de y, c’est-à-dire à y =1,1997.... On 
a donc, pour le minimum de KR, 

DS AR Ce ENT 


— oh 
27 3 DJs 


“d’où 


H.— Cours de Calc. infin., IV. 4 
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Donc le développement ne sera possible, quelle que soit la valeur 
réelle de T, que pour les valeurs du module de e ou de l’excen- 
tricité inférieures à 0,6627.... 


; & V. 


DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS EN FRACTIONS SIMPLES. 


1206. Soit / (z) une fonction uniforme, présentant à l’intérieur 
de l'aire 4 les infinis c,,c2,.... Si le point z est également com- 


é) | » 
pris dans l’aire 3, la fonction f\ - de la variable £ aura les mêmes 
SR Ca Z 


infinis que f(È), et de plus l'infini { — z. Le résidu de cette fonc- 
uon relatif à l'aire À sera donc 


NPA sl fU)& 1 Pre 
2Tt ee Tori — ir a C— 3 


La dernière intégrale JS un étant prise le long d’un con- 


tour qui ne contient pas d’autre infini que z, a pour valeur f{z). 
Donc 


(1) fla)= — AC I D QUE 
] PO for CE ami di), C—2 


Soit maintenant z l'indice d’un infini c. On aura [148] 


ICE 


I R nr, Pie 71 (GC—c) 
ES CETTE e d —_ En +. —- — — = / 


ou, en posant (@ —c}f(£) =o(c), 
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Z ne devenant pas infini pour {= c. Le produit Zo(é) ne devien- 
dra pas non plus infini au point £ — c, et, par suite, on aura 


HOLD 
, 


Les Ù 6) dé ve 
Donc la valeur du résidu -— pe ie se réduit à 
ri), C—3 
L I C dé Fa) Ta 
CR PES RUE ie ge) de 
amilz—c), (5 —c) (z—c}" e G—c 
ré rise C(2) 
us SERRE 
IE ET (2 cr 
en posant 
ï 6) de eh {c) Dr fer flo te) 
(2 2) Co el A = ]im — ERA ‘ Le 
OUR NÉE rt) CRE DEN lee sr Un K) 


résultat qui coïncide avec celui que nous avons obtenu au n° 420. 


1207. Il reste à calculer la première intégrale eue HAgue 
2Ti A C—.23 


Supposons que tous les infinis de f(z), à l’exception de z=«, 
soient contenus dans l'aire 4, et appliquons la transformation par 


pe I 
rayons réciproques, en posant Fi A 
comme au n° 1139, l'intégrale prendra la forme 


En changeant le signe, 


et, l'aire #ne contenant pas d’autre infini que le point {= 0, 
cette intégrale n’est autre chose que le résidu, pris en signe con- 


traire, de la fonction ere (2) pour le point &/—0. Or 


on à 


2 | 
/ ds M 
dé D wl 7 ne 
Ë = ME )5 (1 [+3 Hz. 2 Cent po 


y étant l'indice, pris positivement, de l'infini £ — © ou é’— 0, et 
4 
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K étant une quantité qui ne devient pas infinie pour €’ = 0. En 
posant 


U , 
f(x) han }, 


cette fonction y(é’) sera finie dans le voisinage de &’=—o, et ilen 
sera de même de Ky(é’). Donc la valeur du résidu intégral cher- 
ché se réduira à 


_. SERRE +.,.+ B,z, 
271 J4 C— z 
en posant 
I 
. D'-/ vly sal 
par. 2 l/ (2) 
(3) B,= —- | <= lim . 
2 Tin) OC a Ware 1.2..,(v— 4h) 


S1 la fonction f (z) est rationnelle, l’ordre y de l'infini z = est 
égal à l’excès du degré du numérateur sur celui du dénominateur. 

S1 les deux termes sont de même degré, l’expression précédente 
du résidu intégral se réduit à la constante f(æ) ou au rapport 
des coefficients des plus hautes puissances de z dans les deux 
termes de f{(z). 

S1 le numérateur est de degré moindre que le dénominateur, 
&'= o n'est plus un infini de la fonction 10 y re PEpen 
suite, le résidu de cette fonction pour &’= o est nul. La fonction 
f(z) se réduit alors à la somme des résidus relatifs aux infinis 
Li be 


1208. Donc, si f(z) est une fonction dont tous les infinis, à 
l'exception de z — « , sont contenus dans une aire finie 4, et si 
Ris 2. , V Sont les indices respectifs, pris positivement, des in- 
finis c,, Co, ..., © , f(z) pourra se mettre sous la forme 


flz)=Bo+Bz+...+B,? 
(4) G cr (002 
Dre en rs || 


se signe À s'étendant à tous les infinis c4, ©», ..., et les coefficients 
B;, C® étant déterminés par les formules (3) et (2). 
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Si l’indice y était négatif, la partie entière du développement 
disparaîtrait. 

On voit que, si le nombre des infinis ci, ©, ... est limité, et 
que les indices 7, n,,..., v aient tous des valeurs finies, la fonc- 
tion f(z) sera nécessairement une fonction rationnelle. La formule 
(4) donne la décomposition de cette fonction rationnelle en frac- 
tions simples. 

Dans le cas contraire, le développement de f(z) se composera 
d’une infinité de termes. Pour pouvoir alors faire usage de ce dé- 
veloppement, il faudra au préalable s’assurer de sa convergence. 


4909. Exempzes. — Ï. Formule d’interpolation de Lagrange. 
Considérons la fonction 


fa) = sa | 


(z—2z)(z—2)...(2—2,) 


F(z) étant une fonction entière, de degré moindre que le degré 7 
du dénominateur. On est alors dans le cas où la partie entière du 
développement de f(z) est nulle, et l’on trouve simplement 


ee A6 Lu 
DO DA encres 20 


SD , F(z) | I _: 
(2x — Zi}. CO 


(rene Ner nzpnil..-(zL 2, 2%; 
En mettant pour f(z) sa valeur, on en tire 


For PA LRO dm 2 2e 1 rm 2 eme Fa) 


l 
dd (Zg— 21)... (2% — 271)(28— 2441). (2x — 2n) 


ce qui est la formule d’interpolation de Lagrange. 
1210. IT. Considérons la fonction 
FLE) =cou- 
Z| = COL —» 
Z 


qui a pour infinis toutes les valeurs de z qui sont de la forme 
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Choisissons pour contour de l'aire une courbe qui entoure tous ces 
infinis, à l'exception de celui qui répond à 7 = 0, et par suite à 
z = © , et qui est le point O’. On aura, par la formule du n° 1208, 


n= © cot — de cot — de 


se I 
cot= — =: Un nt — . 
2H C' 2Ti 
Ps nr 


AT 


D'ailleurs, coté” étant infini du premier ordre pour {’=0o,ona 


CG 


: coté’ dt! 
; ——— — limf[Dx cote aCiCOLE. 
L ) _ 


à , 
tnsuite 
Ce 
cot — dé ; 
2 
T € . € I I I 
— = CON — — 
SHRLSE AN ns I I NT ATZ — I 
rs Z— —— —E€ —— £ 
JLTT AT TUTT 
Donc 
11 =—=100 


I NAT I I I 
COL —E— > == + ——- = Ne # Ps ©) | DENTS MENT. * 
Z JADE EE RF3+ 1, TOSTT RECRUE 


TI TI 


De ce développement, dont il est facile de constater la con- 
vergence (1), on tirerait nee les SPÉNPPERETE de Cobs 


tan ee eee ALe par = ne puis z’ par = —— z", etc. (voir 


n°4191,1). 


1211. Si la fonction f{z)a un nombre illimité d'infinis corres- 
pondants à des valeurs de z indéfiniment croissantes, alors les va- 
leurs de z, représentées sur la sphère [1111], se presseront autour 
du point O’ avec une densité infinie, et l’on ne Re plus appli- 


3 
quer toujours à l'évaluation de l'intégrale — : cd L sr procédé 
DA À ET 
du n° 1207. 
log — 


. e- Q « Li e É 
(*) En effet, il satisfait à la condition connue de convergence FE et 
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On peut cependant y parvenir simplement dans certains cas. 
Prenons pour contour de 4 une ligne de dimensions infinies, qui 
ne passe par aucun des infinis de f (€). On peut alors écrire l’inté- 
grale sous la forme 


1 f(E)de 


DL Lol (à 


Pour & infini et z fini, le facteur ——— différera infiniment peu de 
Z 
Lt 


(a 
l'unité, et, par suite, on n’altérera qu'infiniment peu l'intégrale en 
le supprimant. On pourra donc, dans ce cas, toutes les fois que 
cette intégrale aura une valeur finie, remplacer la formule (1) par 
la suivante : 


(5) AGE, Lie > al 


° , s dé @l Là 
L'intégrale [ AE est une constante indépendante de 2, 
A 2 


mais qui peut dépendre de la forme choisie pour la courbe infinie 
qui limite 4. La somme de résidus 


1 Le. 
> mie, 
2TI AS z — C 


relative à tous les infinis r'enfermés dans l'aire A, sera en même 
temps dépendante de la forme de cette courbe. Alors le dévelop- 


pement de la fonction en une somme infinie de fractions simples 
ne pourra pas se faire sans tenir compte du terme complémentaire 
représenté par la première intégrale. 

Mais si, en donnant au contour de 4 une forme symétrique par 
rapport à l’origine, 1l arrive que cette intégrale prenne une valeur 
constante, indépendante de Ja nature de la courbe symétrique, 
nulle par exemple, comme cela a lieu lorsque f(z) est une fonc- 
ion impaire de z, alors, en associant deux à deux les résidus cor- 
respondants à des infinis symétriquement placés, on aura un déve- 
loppement convergent de la fonction f(z), sous forme d’une suite 
infinie de fractions simples. 


56 LIVRE VI. — CHAP. II, $ v. 
1212. Soit, par exemple, la fonction 
f(z)—"cosécz. 
Les infinis de cette fonction, qui sont les zéros de sinz, sont situés 
tous sur l’axe des x, aux distances nr de l’origine. Prenons pour 
contour de l’aire une courbe infinie quelconque, qui ait pour centre 


l'origine, et qui coupe l’axe des x entre deux infinis consécutifs, 
de sorte que coséc£ ne soit infini en aucun point du contour. 


cosécé . 
{l —— Fin 
ETS 


1% 


L'intégrale 


prise le long de cette courbe, aura, en deux points diamétralement 
opposés, des éléments égaux et de signes contraires, coséc® étant 
une fonction impaire de &. Donc cette intégrale sera nulle, et l’on 


aura simplement 
+ 7 


cosécé . 
COSCCAEe ee MI 2 &ë, 
DT 


n = 


la somme devant être prise entre deux valeurs de 7 égales et de 
signes contraires, el qui tendent vers l'infini. 


oo. d’ailleurs 


I coséc £ coséc £ ME COSEC\ AT + 
Jl dé = im(é— 727) —— — lim — C es 
Pr un 2—€ z — Z — NT — € 

, TZ . NET 22 
A Ne RE — - ER 
Z — NT — € Sine 2—n% 
Donc 
+ æ 
. E— Lie I (— D 
COSÉCz — nr > nee 
CR CET Z nul ET 
ED 1 
En remplaçant z par = 7 __z, on tire de là 
+ 00 co 
tar D 
SEC =. 1) == RTE SU 
z—(n — +) DE 1% 2e 
> D 0 


En changeant z en :z dans ces deux formules, on aurait les dé- 
Ù 

4. 

Shz Chz 


veloppements de 


cr 
Ne 
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S VI. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN PRODUITS INFINIS. 


1213. Considérons une expression de la forme 


n 
(1) (+ æ)(1+a)...(1+a) = {(1+e), 
0 
do di, --., an étant des quantités réelles et positives, fonctions de 


leur indice variable 7. Si l’on fait croître indéfiniment le nombre 
n—+1 des facteurs, on demande à quelles conditions le produit 
convergera vers une limite finie et déterminée. 

On voit d’abord que la première condition est que le facteur 
1 + 4, tende vers l'unité, et par suite le nombre &, vers zéro, 
pour 7x infiniment grand. 

Ensuite, à cause de 

Tr dy Cr, 

il en résulte que l’on a 


H(i+a,)<Hetr, c'est-à-dire <Te?»r 


Donc, si la série 
G—+t+...+a,—=2a, 


converge vers une limite finie À pour 7 infiniment grand, on aura, 
quelque grand que soit 7, 


HÉIE 4, | en, 


ailleurs tous les facteurs 1 + a, étant plus grands que l’unité 
D’aill tous les fact + a, étant plus grands que l’unité, le 
produit croît nécessairement avec 7. Donc le produit I(1 + ai) 
rue 2 1 
converge vers une limite finie, toutes les fois qu'il en est de même 
de la série Z a. 
De plus, on a évidemment 


Ultra, #2, 


Donc, si la somme de la série Za, ne convergeait pas vers une 
limite finie, mais croissait indéfiniment, il en serait de même 
a fortiori du produit IH{r+ a,). 
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(ei: 


Donc la convergence de la série Za, est la condition nécessaire 
et suffisante de la convergence du produit IT{r + a;). 


* 


Considérons maintenant le produit 


I(r1+u,), 


dans lequel wo, u;, ..., u, sont des quantités complexes, compre- 
nant comme Cas particulier les quantités négatives, et ayant pour 
modules les quantités &o, &, ..., an. Le module d’une somme étant 
moindre que la somme des modules des parties [71] et plus grand 
que leur différence, le module de 1 + u, sera compris entre ceux 
de 1+ a, et de 1— ar. Donc [74] mod.Ïl(1 + u,) sera compris 
entre ÎT{1+a,) et I(1—a,). Si donc, suivant les conditions de 
N 
convergence de la série Za,, a, tend vers zéro, ainsi que > FES 
n 
n et N étant deux infiniment grands indépendants l’un de l’autre, 
N 
on en conclura, comme précédemment, quel] (1 a») tendra 
n 


vers l’unité pour x et N croissant indéfiniment. Donc il en sera de 
N 


même du module de À À (1+ u»), et, par conséquent, on en con- 


IT 
clura, par un raisonnement analogue à celui que l’on emploie dans 
77 
la théorie des séries, que le produit À À (1+ un) tendra vers une 
L L 2 0 
hmite finie. 
S1 l’on remplace u, par u,z, z ayant une valeur finie quelconque, 
It 
l À (1+-uhz) satisfera évidemment aux mêmes conditions que 


0 
IT 


! l (1+ u,), et par suite sera aussi un produit convergent. Donc, 


0 
toutes les fois que les coefficients u, rempliront les conditions 


(+) 


ci-dessus, le produit infini IG + uxz) prendra, pour chaque va- 


0 
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leur de z, une valeur finie et déterminée; ce produit représentera 
donc une fonction finie et uniforme de z. 

De plus, cette fonction est continue et monogène. Pour le 
prouver, 1l suffit de faire voir qu’elle a, pour chaque valeur de la 
variable z, une dérivée finie et déterminée. En effet, si l’on pose 


nm 


ie Ni! (1+u,z), 


0 


la dérivée de cette fonction sera donnée par l'équation 


a 


Li EN Un 
7 D,2, == S EN PTE ° 
2° I + U,2 


0 


Le second membre est une série convergente pour 72 infiniment 
grand. Donc D:7, converge vers une limite finie et déterminée, 


Le] 


et par suite la fonction Z ={[G+ uUz) a une dérivée finie et 
0 

déterminée par rapport à z, c’est-à-dire qu’elle est monogène. Il 

s'ensuit de là maintenant que d,Z est infiniment petit avec dz, et 

par suite que la fonction Z est continue. 


1914. Voyons maintenant comment nous pourrons obtenir le 
développement d’une fonction donnée f(z) en produit infini. 


Appliquons au développement de la fonction 
F(2) —D;los (2) — J"(z) 


la formule du paragraphe précédent, 


I ENC dE I F(E£)dé 
nn D (EE Le feiae 


27.) 74 C— 3 


la fonction f(z) étant supposée uniforme dans toute l’étendue 
de l’aire À. 

La fonction dérivée f’(z) a les mêmes infinis que f(z) [1136 |; 
He) 


donc —— ne peut devenir infinie que pour des valeurs qui rendent 


f(z) 


f(z) ou infinie ou nulle. 
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Soient c un zéro ou un infini de f(z), m son indice, positif ou 


négatif [1133]. La fonction 


sera finie, continue et différente de zéro pour z = c [1152, 1153]. 
Donc 


Hi mf (3) 


(3 — Ge Hermes 


RARE 


sera aussi continue pour z — c. Il en sera de même, par consé- 
quent, de 


2 Le Aie) he hr 
g(z) (2) Zz— C 
Ted ; on . ; ; 
Donc Foi est égal à in plus une fonction finie et continue 


IL : : : 
poutres ic. Le terme —_—— étant infiniment grand du premier 


ordre, tandis que l’autre partie est finie, on en conclut que, pour 
toute valeur z = c qui rend la fonction f(z) nulle ou infinie, la 
Et 
J\z) 


fonction —= D,log f(z) est infiniment grande du premier 


ordre. 


D’après ce que nous avons vu [ 1206, 1208 |, le résidu 


I Dr log f (6) dé 


270)e z — C 


est égal à la partie de la fonction D, log f(z) qui devient infinie 
A ee et 62 * : 7 
pour z==c, c'est-à-dire à —-——, comme il est d’ailleurs aisé de le 
SC 
vérifier, en calculant directement 


Donc 


Il reste à calculer l'intégrale 


I | <80 
2ri Jy E—2 à 


DÉVELOPPEMENTS EN PRODUITS INFINIS. Gi 


en une série ordonnée suivant les 


On pourra développer £ 


puissances positives de z, le module de Ÿ, sur le contour de 4, 
pouvant toujours être supposé plus grand que le module de z. 
L'intégrale se présentera alors sous la forme d’une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de z, le contour étant choisi de 
manière à ne passer par aucun des infinis de D,logf(z). 

S1 l’on suppose l'aire 4 infinie dans toutes ses dimensions, on 
verra, comme au n° 1211, que l'intégrale précédente a la même 


I dlog f (€) 
2Ti 24 « ; 


et par suite elle se réduit alors à une constante H indépendante de z. 

Si la fonction D;log f(£) est impaire, et que l’on choisisse pour 
contour de l'aire 4 une courbe symétrique par rapport à l’origine, 
alors la constante H sera nulle. 


valeur que l'intégrale 


Cela posé, en désignant par H la valeur, constante ou variable, 


de l’intégrale 
ME Le 
p:| 


…« 


2Ti C— 3 
on aura 
« m 
(x) D,logf(s)=S -—— +H 


En intégrant les deux membres entre les limites z, et z, z 
n'étant ni un zéro ni un infini de f(z), il vient 


log = = Ÿ log (£ =) +f Hdz, 


"0 


d’où l’on tire (!) 
7IL 


(2) no=seel"*T] Éene 


le produit II s'étendant à tous les infinis contenus dans l’aire 4. 


(*) L'intégrale de dlog f(z) dépend, comme nous le verrons plus tard, du chemin 
suivi par le point z pour passer de z, en z, et les valeurs que l’on obtient pour 
log f(z) peuvent différer d’un multiple quelconque de 2x7£. Il en est de même pour 
l’intégrale du second membre. Maïs ces multiples de 27: ne peuvent avoir aucune 
influence lorsqu'on vient à repasser des logarithmes aux nombres. 
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” 


d H az 
To 


Si l'intégrale H est nulle, le facteur e se réduira à l’unité. 
1215. Supposons maintenant que, dans l’intérieur de l’aire 4, 
chacune des équations 


Hibai=0) Halo 


n'ait que des racines simples, et soient c5, €,, . .. les racines de la 
première, c’est-à-dire les zéros de la fonction f(z),ety,, 1, -.. 
les racines de la seconde, c’est-à-dire les rnfinis de f(z). La for- 
mule (1) deviendra 


D, log) =) D + 
d’où 
Z 6 Zi TA 
© Hi 4z HAE ha [El (: Frs | 
PAPE _ | ) L ; RE ; 
RÉ Let 
For D 


le produit supérieur s'étendant à tous les zéros de f{z) compris 
dans l'aire 4, et le produit inférieur à tous les infinis compris dans 
la même aire. 

Chacun de ces produits sera de la forme de ceux que nous avons 
considérés dans le n° 1213, et, s'ils remplissent les conditions de 
la convergence, ils auront l’un et l’autre pour limites des fonctions 
synectiques de z. 

Si les zéros c sont distribués symétriquement sur une parallèle à 
l’axe des x, par exemple, indéfinie dans les deux sens, et que l’on 
prenne pour contour de 4 une courbe infiniment grande, symé- 
trique par rapport à l’origine et ne passant par aucun des zéros ni 
des infinis de la foncuüon f(z), l'indice z des points c, compris 
dans l’aire variera entre deux valeurs infiniment grandes, corres- 
pondantes à deux points symétriques. Et de même pour les 
infinis y. 

Ainsi, si les zéros sont représentés par les valeurs a + nx,aeta 
étant des constantes, l'indice z devra varier, dans le produit I, 
dépuis —n à +7, n tendant vers l'infini, de sorte que ie produit 
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aura pour valeur 
+ nr 


lim À ji (EBuSe} 
1 A 


fe? 


S1 les zéros sont de la forme a + (27 +1), n devra varier entre 
deux valeurs n', n”, telles que 27”+7 soit égal à —{2n'+ 1), 
c’est-à-dire que l’on devra prendre 7%” =—7/— 1, ce qui donnera 


la valeur 
—+- 72 


li ; 
un Il (1+ 0,2) 


—n—i 


Ces remarques sont essentielles dans les cas où la conver- 
sence du produit dépend de la forme du contour de l'aire 3 et du 
mode de groupement des facteurs. Il peut arriver, en effet, que la 
quantité H ne s’annule que par suite de la symétrie de la courbe 
d'intégration, et que le produit IT ne soit convergent que si l’on 
prend pour son élément le produit de deux facteurs d'indices égaux 
et de signes contraires. Dans ce cas, l'introduction ou la suppres- 
sion d’un facteur d’un seul côté de l'origine pourrait modifier la 
valeur du produit. | 

Si l’on effectue le groupement des facteurs équidistants de l’ori- 
gine, en posant, suivant les cas, 


MP = reve re tu 7) 


ou 
1H U,=(i1+u,z)(i-+u, 13), 


le produit prendra la forme 
71 


him (1 + U, ), 


n=A 


ou simplement 


2 


[Le + uv). 


Ô 
1216. Exemples. — I. Soit la fonction 


He} =="Cos 3; 
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on aura 


Les seuls infinis de cette fonction sont les zéros de cosz, donnés 
par la formule 


Der +1) 


et, comme ces zéros sont du premier ordre, on aura 


i : dlog f{é) Ÿ I 


2iT eo 2—6 4 T 


Si l'on prend maintenant pour contour de 4 une ligne infinie. 
symétrique par rapport à l’origine, on aura 


Donc alors H — o, et, par conséquent, 


n 


I 
{2 z— li RE A 1 
ing im > = ( ) 


1DE=2109 


_n—i3— (27 + e 


D,log/f{z) — 


d’où, en intégrant, 


mn 
COS Z 2 T\ 
log ID > 10g — "., 


COS 2 Re 
ou, en faisant z, — 0, 


logcosz— lim Ÿ 109 LE 1 — — |, 
n— # 1 
2 


(*) En groupant les termes équidistants de l’origine, on trouve 


(se) 
à À 23 


\e 2 
4 (22 +1) ’ — 2 
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ou enfin, en groupant symétriquement les termes, 


logcosz= © log 1. SA 
E (an +ip & 
Â 
Donc 
nm (0) 
Z 24 sé 
Cosz — lim Il RE =] Le 2 |° 
= d Fr Te 
ie dans rés (27 1 Fe 0 (22 + Le 


II. Si l’on considère de même la fonction 


fa cobaer,), 


on trouvera 
Rn  Z2—2) (an +1) 
cos(z—2,) Fee II 2. 
COSZ, HR ne — 3 — (22 + 1e 
2 


; sin A 
Al z) = res ) 
pour laquelle 
D. log f (2) —— COLA 2 


re ; sin 3 
On trouve encore ici H —0o. Les zéros de -—_- sont du premier 
FA 


ordre et répondent à z=ntT. Donc, l'indice 7 devant recevoir 
toutes les valeurs entières, zéro excepté, on aura 


rte 


Ve 
out 


ou, en groupant les facteurs deux à deux, 


QT 


H. — Cours de Calcul infin., UV. 
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& VII. 


APPLICATION DE L'INTÉGRATION PAR RAPPORT À UNE VARIABLE 
COMPLEXE AU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


1217. Nous avons vu que, si U dx + V dy est une différentielle 
exacte dw d’une fonction des variables indépendantes x, y, l'in- 


tégrale f. dw, prise le long du contour de l’aire 4, se réduit à zéro 
| 


lorsque U et V sont deux fonctions uniformes et continues dans 
l’intérieur et sur le contour de cette aire. Si l’une ou l’autre de 
ces fonctions devient infinie en des points 


Ci ai C0) RCE a ani0 


situés à l’intérieur de 4, l'intégrale Jl dw est égale à la sommedes 
pl 


intégrales |. dw, [av ..., prises le long de contours infinitési- 
Ci C2 


maux embrassant chacun des infinis €,, Co, ... 


Si donc on désigne par À la valeur de l’intécrale |! dw, on aura 
(e) P le) , 
#,) 


la formule fondamentale 
A D fav, 


le signe de sommation s'étendant à tous les points de discontinuité c 
des fonctions U, V contenus dans l’aire A. 


1218. Pour calculer une intégrale | dw prise le long d’un con- 
C 
tour infinitésimal tracé autour du point c, posons 
x+iy—c=x+iy —{(a+ib)= pe, 
d’où 


Z—a—pCosyp, Y — b—psiny, 


et prenons pour contour le cercle de rayon infiniment petit p: 
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L'expression dw=UÙ dx + Vdy prendra, p étant constant, la forme 
Fo, o)d?, d’où 


Soit, par exemple, l'intégrale 


zdy — y dx 
(1) pes 


prise le long du contour d’un carré dont les côtés ont pour équa- 
üons x—=+1,y —+#+1. L'intégrale pourra se décomposer de la 
manière suivante : 


RTS ET MT —! — dx Tsth, 
: me F mn : di MT 
un ec NS) NO bag d Pa 8 à 
i Pr 
Fr nr 


Or les fractions 


ont l’une et l’autre un point de discontinuité pour x = 0, y — 0. 
En calculant, par la transformation précédente, l’intégrale (1) prise 
autour de ce point, on aura 


27T 2 de 
A=tim f ET or. 
t—=0e 0 P 


ROZ T 
Mr EL EZ 


1219. Si en particulier U dx + V dy est la différentielle d’une 


fonction monogène F(z) d’une variable complexe z, on aura alors 


Donc 


RM M ANS 
d’où | | 
DÜ—+:iV— 0. 


En faisant done U — f(z), l'expression U dx + Vdy se changera 
| sk 
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éDA7 2) el _ sera le résidu intégral de la fonction f(z) rela- 
Tel 


de 


tif à l'aire 4. On aura donc la formule 


af sex fre 


Pour faire usage de cette formule, on choisira le contour de 
l’aire À de manière à pouvoir exprimer l'intégrale |. Vs de 
À 


l’aide d’intégrales définies relatives à des variables réelles, et l’on 
égalera cette valeur à la valeur de À, calculée au moyen des formules 
que nous avons données pour évaluer les résidus. En séparant 
ensuite, dansles deux membres de l'égalité, le réel de l'imaginaire, 
on obtiendra deux relations entre des intégrales définies et des 
quantités connues. 

On prendra généralement pour contour une ligne telle qu’une 
seule des variables réelles x et:y, ou r et p varie à la fois, ou bien 
que les deux variables soient des fonctions données d’une même 
variable auxiliaire; on rencontrera alors immédiatement des inté- 
grales définies ordinaires. Pour cela, on composera, par exemple, 
le contour de parties circulaires ayant pour centre l’origine, ou de 
parties rectilignes parallèles aux axes. Dans le premier cas, le 
rayon vecteur 7 sera constant; dans le second, une seule des coor- 
données x, y variera. 


Appliquons cette méthode à quelques exemples. 


1220. Si l’on prend pour contour un cercle de rayon 7° et de 
centre c — a +1b, et que l’on pose 


T—a+rcosp, y —=b+rsinp, 


la différentielle Udx + Vdy prendra la forme F{r,p)dp; ou 
simplement F(p)dp, r étant constant, et l'intégrale proposée 
deviendra | F(p)dp. Donc on aura 

0 


1 F(p)dp A, 
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équation qui se partagera en deux autres si F(p) est une fonction 
complexe de P: 

Soit, par exemple, l'intégrale 


(SE az 


ARE TZ Z 


es étant une fonction uniforme et continue dans l’intérieur de 
Fa) 


(1— az)z 


l'aire À. La fonction a pour infinis les points z—o et 


I : ; E 
3 — -; qui peuvent être, ou non, contenus dans l'aire 4. On aura 
[42 


donc 


rs — AZ 
p:| Z I Z 


(z)_ dz (z) E+f 11-1007 


chaque intégrale du second membre devant être remplacée par 
zéro si le point auquel elle se rapporte est hors de l'aire. 
S1z — 0 est dans l’aire, la première intégrale aura pour valeur 


= 27 élim | = | toire NON 


RENTE 


x I à UN ; 3 
De même, si z — - est dans l’aire, la seconde intégrale sera égale à 
[42 


k, = 2rilim | (e a. =) | —— emif(i). 


èl= 


La valeur de l'intégrale proposée sera donc 
AN OUR OU Art he: 


suivant que l’aire 4 contiendra le point z —o seul, ou le point 


I : 
z — - seul, ou ces deux points ensemble. 
(44 


Si l’on prend maintenant pour À un cercle de rayon 1, alors 


FE 0 


2 tp; 


SRE 


et il vient 


.27T ip d : 
HER Lo flo) pour mod.a<[1, 
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ba PERL an[s(o) (5) L pour mod.a>>1. 


ip 
1 — ae'? ) 


et 


En supposant f(z)=— 1 et a réel, il vient, suivant que la valeur 
numérique de æ est [1 ou >1, 


d’où [voir 459, III] 


DD 

UT 2COosSpId 

1 ASE PJ Ipa —27 OÙ O, 
na Cosp- re, 


N2T 


sin p dp 
J 1— 24 COSP + a° 


1221. Dans certains cas, on connaît a priori la valeur de A. 
Supposons, par exemple, que l’on sache développer, par un moyen 
quelconque, la fonction F(z) de la variable complexe z en une 
série convergente pour tous les points de l’aire À, et ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de z —c. Le coefficient de 
la rive puissance de z —c aura pour expression [1140] 


I F(z)dz 


+ 2TL 4 (z — ci 


an 


Si donc on connaît d'avance la valeur de ce coefficient a,, on 
aura par là même la valeur de l'intégrale qui le représente. 

S1 l’on prend pour 4 un cercle de rayon r et de centre c, com- 
pris dans l’intérieur du cercle de convergence de la série, la valeur 
de l'intégrale sera 


2T 
(1) Î FicPrePe"Pdp—0rr a 
0 


Plus généralement, si l’on connaît le développement d’une fonc- 
tion F(z)en une série ordonnée suivant les puissances positives 
et négatives de z — c et convergente dans tout l'intervalle 4 com- 
pris entre deux cercles de centre c, on aura la même formule (1) 
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pour toute valeur entière de 7, positive, nulle ou négative, r étant 
la distance du centre c à un point quelconque situé entre les deux 
cercles. 

On pourrait aussi employer au même usage l'expression générale 
des coefficients de la série de Bürmann. 

Pour appliquer ces formules au calcul des intégrales définies, il 
suffira de séparer, dans chaque membre, le réel de l'imaginaire, 
ce qui fournira deux relations. 

Par exemple, du développement connu de la fonction 


ES =I— 3 + 


on tire, pour 220, 
27 1 
PL DIT 
1 ere CRNTID RE RTROr (— NE 0 
4 s: 


formule qui se décompose dans les deux suivantes : 


arr" 


2T 
f TE cos (7 sinp + 2p)dp —=(—1)" ——— ; 
[e) 


or 
27 
[ e="%SPsin(rsinp + 2p)dp — 0. 
[o) 


Pour 7 <<o, la première intégrale serait nulle, aussi bien que la 
seconde. 


1222. Prenons maintenant pour l’aire 4 un demi-cercle ayant 
son diamètre sur l’axe des x et son centre à l’origine. En désignant 


par R le rayon du cercle (fig. 92), on a 


J{A'A)+/J(ABA')— A4, 
c'est-à-dire 


[ ftrar +i (rmenmera=s. 


Supposons actuellement que f(Re?). soit infiniment petit 
d'ordre p pour R infiniment grand. Alors la fonction Re f(Reï?)eir 
conservera, pour R croissant indéfiniment, une valeur générale- 
ment finie o(eiP). La seconde des intégrales précédentes pourra 
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alors s’écrire sous la forme 


é je à 
AT o el }dp. 
Re à 


La quantité sous le signe f restant toujours finie, l'intégrale sera 


Fig. 02. 


pareïllement finie, et, si l’on suppose # > 1, elle sera multipliée 
par un facteur infiniment petit. Donc on aura, dans ce cas, 


T 
lim 2j J'RCARePdpE= 0, 
(e) 


R— 


et notre formule se réduira à 
(22 PACA ET AY 


A représentant toujours le produit par 2Ti du résidu intégral de 
la fonction f(z), relatif à tous les infinis de cette fonction situés 
au-dessus de l’axe des x. 


1223. Considérons, par exemple, l'intégrale 


z?" dz 
1 2"? 


m et 2 étant deux entiers positifs, tels qu'on ait m<{n. Alors 


R271 e2"ip 


HRRER 1 R?7e?nip 


est infiniment petit de l’ordre 22 — 2m > 1, et la formule (2) est 


1. x? dr 
0T 
2 I ZX 


applicable. On en üre 
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Or, les infinis situés au-dessus de l'axe des x sont celles des 

racines c — e? de l'équation 1 + 32° — o dans lesquelles le coeffi- 
cient de z est positif et qui répondent à 


Ë T 8m OT (ar —1}r 
= 9 = 9 et 


? 
DeTt PE 21 2. 1 


Il vient alors 
A—2ri(F, EF, Aro + Fi), 


en posant, pour abréger, 


kri 


21 


CR = ’ F,—= —— 


On a, pour z = €, 


cle mu, Em efcirE 2mecs +. +). 


0 Or) CR ND © fre ltC ire 


ou, à cause de 1 +c?"—0, 
2 7It 
; ECM =. 
F,;=— lim / ee et 
rate C Te 217 
21 EE 
En faisant donc, pour abréger, e ** —7,ona 
27 
1 y— 7 
Es, | 3 DRM IN ES cer, 0 
ER (y +7 ne Cie) LÉ . sr 
27 OR y —7} 
Or, pour m entier, y?*= — 1; donc 
1 J I , (om<+i)r 
DEN DD der on 
GES 2 in 27 


51 l’on fait maintenant R = « , et que l’on suppose m<[n, 
d’où 2m+1<<2n, l'intégrale prise le long de la demi-circonfé- 
rence s’évanouira, et il restera, en prenant la moitié de part et 
d’autre, 


(we) 
1 DA de T , (2m+i1)r 
—— = — COSÉC ——— ; 
0 


ÉEIr-" 2n 27 


comme nous l’avions déjà trouvé | 4901. 
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1224. Soit encore l’intégrale 


En faisant z — Re’, la fonction f(z) devient 


etRCoSsp 
er R sin p 4 Le 
ia — Re'? 


et, pour toutes les valeurs de p comprises entre o et 7, cette quan- 
uté est infiniment petite d'ordre infini lorsqu'on fait R =. Il 
reste à examiner ce que devient l'intégrale 


ü SS(Rei? Re? dp 


pour les valeurs de p infiniment voisines de o ou de r, c’est-à-dire 
à trouver la limite de l'expression 
eiRCosp eiRcosp 


4 —R sinp or Le PETER CAO mi” sh iP d 
€ ; = = ( = 
ji (= oh C Us a) 1 


Si l’on fait abstraction du facteur eK%"?, l'expression sous le 


le signe f peut se mettre sous la forme 
(P + iQ) cospdp, 


Pet Q étant des fonctions de p qui ne deviennent pas infinies en 
même temps que R. Donc l'intégrale proposée peut être mise sous 
la forme 


2€ 
Î eKsinP cospdp (P + iQ), 


(9) 


expression dont la valeur est égale à la quantité 


£ I 
e-RSinp cospdp PRE 6: 24: CRE 
Jo R 


multipliée par une valeur moyenne de la fonction P + :Q, c’est-à- 
dire par une quantité finie. Donc l'intégrale s’annule pour R in- 
fini, et la formule (2) est applicable. | 
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Pour a positif, la fonction a, au-dessus de l’axe des x, l'infini 
z — ia, auquel correspond le résidu 


Donc, pour a > 0, 


S1 l’on change & en — a, la fonction n'aura plus d’infini au- 
dessus de l’axe des x, et l’on aura A — o, d’où 


Fo xx 
te — nt), 
RESTE, 


En combinant ces deux formules par addition et soustraction, 


on en tire [ 485, IV] 


(e a) 
COS Z Tee 
sr = dx nn) 
n Taie AE 2 4 


SIN Tr re-4 
— PPS . 


2 
CEA) 


Cette dernière formule donne, en faisant tendre a vers zéro, 


CO ° 
sin æ T 
dr =: 
2 


0 2 


1225. Si la fonction f(z) a un infini en un point de l’axe des x, 
à l’origine z — o par exemple, l’axe des x faisant partie du con 


Fig. 93. 


———— 


tour, nous changerons alors la forme de ce contour, afin d'éviter 
le point O, en décrivant autour de ce point (fig. 93) un demi- 
cercle de rayon infiniment petit r, et prenant pour aire l’espace 


76 LIVRE VI. — CHAP. 11, $ vil. 


compris entre les deux demi-cercles et leur diamètre commun Ox. 
On aura alors la formule 


R T 
fuia+rt-aérss ff rmer)nerdp 
— À LE TC TER ThEER" 


TT 
Si la dernière intégrale [ f(reiP)reir dp tend vers zéro en 
C0) 


même temps que 7, on se retrouve alors dans le cas des numéros 
précédents, et, si l'intégrale prise le long du demi-cercle extérieur 
s'évanouit pour R — ,on pourra appliquer la formule (2). Si 
les intégrales prises le long des demi-cercles ne s’évanouissent 
pas, on joindra leurs valeurs, prises en signe contraire, à la valeur 


de À. 
Soit, par exemple, la fonction 


Nr) =; 


T T p 
. . . 7 
il Hiret}re tan — 1k ere dp. 
0 0 


En développant e”*? en série et faisant ensuite 7 = 0, on voit que 
cette intégrale a pour valeur 7. On en conclut, en raisonnant 
comme au numéro précédent, 


D feix er ix ; 
— — GÉREST 
0 16 L 


on a 


c’est-à-dire 


1226. Prenons pour aire 4 le rectangle parallèle aux axes, dont 
les côtés ont pour équations 


LL, XX, Y—Jpm = Y. 
La formule 


il (U dx + Vdy) — À 
A 
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devient 


X Y 
( à {l (U., Pied Le x) dx —- JL EVx — VE dy es À, 
x 17 


at 


et, si Udx + Vdy est de la forme f(x + iy)(dx +1idy), 


x X 
| LÉ -tiro) fie + iY)]dr 


Lo 


(4) Ÿ 
+ [LR +60) fr + éd = a 

\ “ér 
S1 l’on suppose maintenant x, —=—,X—+0,YŸ—+, el 
queue ebN ou ir 51h} sannulent pour © —[©c.quel 
que soit y, et pour y ——+ quel que soit x, ces fonctions étant, 
de plus, des infiniment petits d'ordre supérieur au premier, la 

formule (3) devient 

à 
[ U? ”. AN, 


CLEAN 0) 


et la formule (4) 


== CO 
fl M rod = N, 
00 
Si, dans cette dernière, on suppose 7, = 0, on retrouve la for- 
mule (2). 
Si l’on fait 


Supposons, par exemple, 
HA A LN d, 
a étant positif, et faisons 


Toit es 0 MX O0 NY D} 
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Si la fonction F(w) est infiniment petite d'ordre supérieur au 
P 
premier pour x == æ , l'équation se réduira à 


«| F{aæ)de — (a +ib) | F[(a+ib}x]dr = À. 
O O 


Si l’on prend F(w)= #17!e"", n étant réel et positif, on a 
A—o,et F(w) est infiniment petit d'ordre supérieur au premier 
pour x = +  . La formule précédente devient donc [488] 


Ce) n % 
UM EE Rae Il Faire die po — 
. (a+ 10) 0) (a + cb)" 


Donc la formule (7) du n° 488 subsiste pour les valeurs com- 
plexes de & dont la partie réelle est positive. 

Si l’on fait a + 1b — pe, la formule se décomposera dans les 
suivantes : 


(#2) 
COS 7 0 
{l CET me COUV LAS Me à 
O 


4. : 
; sin 2 0 
il e—4? gn—1 sin bx dx — Tin), 
0 


) 


1997; .Soit El) — 1e une fonction rationnelle dont le numé- 


o(z) 


rateur est d’un degré inférieur au moins de deux unités au degré 
du dénominateur. Supposons que l'équation o(z)= o n'ait pas de 
racines réelles ni de racines multiples, et soient c,, c,,... les ra- 
cines complexes de cette équation qui ont leur partie imaginaire 
positive. En appliquant à cette fonction la formule (2), il viendra 


[469, IV] 


le signe 2 s'étendant à tous les infinis c situés au-dessus de l’axe 
des x, et CG, Ge, ... étant les numérateurs de celles des fractions 
simples dans lesquelles se décompose la fonction donnée, qui cor- 
respondent à ces infinis. 

Ainsi, si f(z) est d’un degré inférieur à l’unité, la fonction 
f(2) 


11-52 


1 F) 0 0 ” 
- n'aura, au-dessus de l’axe des x, que le seul infini z = +5, 
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et, par suite, 
(ee) 


JE AIX ZI ROTIT 
js Peer (e) 


En particulier, si f(x) —=(—ix}-!',pouro <u<2,0ona 
a ©) LT —1 re 0 p—1 
[Re ne 
0 I — JE , — I1+ x° 


ri 


d'ou aicauseuden-c, 


formule qui revient à celle que nous avons trouvée au n° 490. 


1998. Prenons pour contour le périmètre d’un triangle rectangle 
ABC dont les sommets aient pour coordonnées respectives (x, Yo); 


(X, Jo); (X, Y). On aura 
J'AB) + J(BC) —J(AC)= A. 


En faisant, pour plus de simplicité, x, = Yo —0, on aura, en 


chaque point de AC, 
D MT D'OURS Le CL, NX 


et l’on a, au lieu de Ja formule du n° 1206, 


RE Fin AW, ax —_ À. 


(e] 


Si l’on fait w — x + 1iy, cette formule devient 


free s. a [ rx+ ay) (1+ ia) f lh-+idaqée— à 


Soit, par exemple, la fonction 


f(z) Les Te", 


v 
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qui est finie pour toute valeur de x, si l’on prend 
Be ic Us 


Alors À — 0, et l’ona 
X X 
| (ee tac Ad SR (i are ia) il e-C+ia)x? Jr =). 
O0 (0) 
Si l’on suppose maintenant X ==, comme on a, en faisant 


Li LENS 
X CR! 
j sh = ep] rot tot, 
(e) 0 


et que la seconde intégrale a toujours une valeur finie, la première 


(ee) 
est nulle pour X infini. Ilreste donc, à cause de e* dx = À, 
P , 
O0 


ce) Jia 

Ê a 2x = Te 

(1 ie ia) nn uni bei ee. 
ô 2 


d'où, en séparant le réel de l'imaginaire, 


Vr 
21 4 lÉ 


aVr 


(ee) 
[ e7(1—a*)#: sin ( DAT ) de = ————— : 
À Due a) 


CO 
il CNT COS Dave 
[e) 


1229. Soit F(z) une fonction rationnelle. Nous avons vu [1206 
et suiv.] que cette fonction peut se décomposer en une fonction 
entière f(z), plus la somme de tous les résidus de la fonction 
F(£) 


—,» relaufs aux divers infinis c, c, ... de la fonction F4 


=» 
somme que nous désignerons par 


En prenant donc pour 4 une aire renfermant tous les infinis de 
F(z) autres que z =, et représentant par ®(z)une fonction 
quelconque uniforme et continue dans toute l'étendue de l'aire 4, 
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1 f{z)o(z)dz = 0, 
2 
&-1){e) 


E z | dz < 
Le z)p(z) = Yo f ur D Van 


En faisant, par exemple, o(z)= e*, pour u >> o, on aura, la 
fonction sous le signe f'élant supposée infiniment petite d'ordre 


on aura 


et par suite [1135] 


supérieur au premier pour TX = ©, 


fois 6) , pa | 
J d'rhirdre DD Ce - ds dar etes 
53 Un == 1) 
où l’on afatc=a+ib, F(x) n'ayant aucun infini sur l’axe des +. 


1230. Soient w une fonction de z, et o(w) une fonction de w qui, 


pour des valeurs 
RER UE ee APS be 


correspondantes à des points z contenus dans l'aire 4, devienne 
infinie des ordres respectifs 


! " 
We ie 
à 0 2 ? 4 


Soit, de plus, f(z) une fonction de z qui ait, pour les points 


D LCN RE Ce CU 
contenus dans l'aire 4, des valeurs infinies des ordres respeclifs 
1e de te 02), 


Posons, comme précédemment, 


et de même 


# 


vise 
do == pre 
ri AE (a 


la variable w prenant les valeurs correspondantes à celles que 
prend é le long du contour de l’aire A. 
H. — Cours de Calc. infin., WW. 6 
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Le produit p(w)f(z) ayant pour infinis tous les infinis des fonc- 
tions 9 et f, on aura 


le à Se Crvlw) Te 
p (a) f{z) de = 
frire de ee nn. LS [AE Fe 


Si l’on pose maintenant 


e 


f{z)dz = F{sw)dw, ou dt biere 


la première somme deviendra 


bi rm R(A—)f. 
D) Tr, F(s)dw (es } da ri T,F (y) 
(æ— 7 12. Ve 1) 


si l’on fait ensuite 


Donc on a la formule 


à 


TE EN RUE EE 
Jess Œ 10.401) LL = 1222.78 | 
I 

+ 2° 
A la moitié supérieure du ts Onda 


Exemples. — 1. SOIN EI 


. En prenant toujours pour 


La seconde somme devient donc 


ri) = rpiwlc)] 


Si l’on fait, de plus, 


on à d’abord 


w{1}—=0, d'ou rt) —=7r# 0): 
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Ensuite 
dz 1 dv 
HÉeides RS js Ne à 
LE QÙ (w 
d'où 
I 
tre . 
) D LV 
Donc 


PONT EN RU Ro ie 
A 


Par conséquent, si l’on se trouve dans les conditions du n° 1222, 


+ : = 
TEE: dr (l 
OO Ie 

I— (XL) 1 + &° y" 


on aura 


La 


# Fr Z 
LE = LES — 
4 \ z) == ne L) EURE log nt 
d’où 
I TC 
F{æ)=— — ns 
t 17? e** 


on trouvera 


[ii Ti # Ti rdx 
= o | I08T — - & [log x ne MS 
L F Et) MMS 2 r + x° 


CA) 


[| 
A 
€ 
— 
CE 
d- 
ND 
à 
LA 
Æ 
w 
se 
| 
on 
Le 
Il 
a 
Q 
© 
+ 
e 


A © —————— 
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CHAPITRE II. 


THÉORIE DES FONCTIONS MULTIFORMES. 


YA 


DES FONCTIONS MULTIFORMES. 


1231. Nous avons appelé fonction multiforme [1110] de la 
variable complexe z une fonction qui, pour chaque valeur de z, 
est susceptible de prendre plusieurs valeurs distinctes, différant 
entre elles de quantités finies. 

Si l’on attribue à z une suite continue de valeurs, nous suppo- 
serons que chacune des déterminations de la fonction w = f(z) 
prend aussi une suite continue de valeurs, de telle sorte que, si Le 
point variable z décrit dans le plan des z un chemin continu quel- 
conque, chacune des déterminations de w décrira en même temps 
un chemin continu correspondant. Nous appellerons ces divers 
chemins les branches du chemin total décrit par la fonction w. 


1932. On peut aussi considérer le plan des z comme portant, 
en chacun de ses points z, les diverses déterminations de la fonc- 
uüon w, qui formeront divers systèmes de cotes attachées aux 
points z. En rangeant ces diverses déterminations (1), w(2), ... 
toujours dans le mêmeordre, de manière que les valeurs w(1) dt), 
(2) + dw@®),..., correspondantes à z + dz, soient rangées res- 
pectivement à côté des valeurs w(1), w@), ..., correspondantes à z 
et dont elles diffèrent infiniment peu, on formera ainsi plusieurs 
couches de valeurs de w, telles que  variera d'une manière con- 
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unue dans chaque couche et que, d’une couche à lautre, les 
valeurs de w correspondantes au même z ou à des z infiniment 
voisins différeront entre elles de quantités finies. 

Il s'ensuit de là que, tant que les valeurs de f(z) correspondantes 
à un même z seront distinctes et inégales, on ne pourra pas passer 
d’une couche de valeurs de w à une autre par une variation con- 
tüinue. Donc, en vertu de la condition de continuité, ces couches 
seront isolées les unes des autres, comme si les diverses détermi- 
nations de f(z) formaient autant de fonctions distinctes, dont 
chacune serait uniforme et continue. 

En d’autres termes, les courbes tracées par les différentes déter- 
minations sur le plan des w, c’est-à-dire les différentes branches 
de la courbe totale des w, ne se rencontreront jamais en un point 
correspondant pour les deux à une même valeur de z. 

Ainsi, la condition de continuité de chaque détermination de w 
isole les diverses déterminations les unes des autres. 


1233. Il n’en serait plus de même si, pour une certaine valeur z, 
de z, deux déterminations (1), w(?), distinctes en tout autre point, 
devenaient égales entre elles. Alors, en ce point z,, rien ne dis- 
inguerait plus les deux couches de valeurs de w, et de la valeur 
commune #, on pourrait passer indifféremment, sans rompre la 
continuité, soit à la valeur w°" correspondante à 2: = 2, + da, 
dans la première couche, soit à la valeur w® correspondante au 
même z, dans la seconde couche. 

Autrement, les deux branches wt#), w(?) de la courbe w auraient 
un point d'intersection w, correspondant à la même valeur z, de 
la variable z, et, si l’on change z, en z, + dz,, rien n’indiquerait 
plus à laquelle des deux branches doit être attribuée chacune des 


dw 
deux valeurs de w, + F dz, de sorte que la branche BA, par 


: 
Œz 
exemple ( fig. 94), pourra aussi bien être continuée par la branche 
AË que par la branche AC, si l’on n’a pas entre les deux d’autres 
motifs de choix que la condition de continuité de chaque déter- 
mination de ww. 

Un tel point z,, pour lequel se confondent deux ou plusieurs 
déterminations de la fonction w, et auquel correspond, par con- 
séquent, un point w, d’où partent en divergeant les diverses 
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branches de la courbe w correspondantes à un chemin quelconque 
de z, se nomme un point de ramification de la fonction w. 
Les points de ramification et les points de discontinuité d’une 


Fig. 9/. 


G'/2) 


fonction sont désignés sous le nom commun de points critiques de 
cette fonction. 


19231. Les fonctions multiformes que l’on rencontre dans l’A- 
nalyse sont d’abord les racines d’une équation algébrique ou 
transcendante, 


entre la fonction « et la variable indépendante z. Nous n'’entre- 
prendrons pas ici l'étude du cas général, et nous nous bornerons 
à considérer le cas où l’équation est résoluble algébriquement par 
rapport A. 
ne autre classe de fonctions multiformes est celle des intéerales 
Une autre cl le fonct luf t celle d tégral 
de fonctions présentant des points critiques. 


1235. Etudions, pour commencer, quelques exemples de fonc- 
ions multiformes, racines d'équations algébriques. 


ÏI. Soit la fonction 
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Cette fonction admet deux déterminations, égales et de signes con- 
traires, diflérant par suite entre elles d’une quantité finie tant 
que z ne sera pas égal à + c. Pour z —=c, les deux détermina- 
tions de w prennent la valeur commune zéro. Donc z=—cet 
z—=— c sont deux points de ramification de la fonction w. 

Pour distinguer l’une de l’autre les deux valeurs de w, mettons 
les deux facteurs sous le radical sous la forme : 


: PV 
en GENRES ne 


et, pour fixer les idées, supposons qu’au point 3 0 on attribue 
aux deux arguments p et p’ des valeurs positives et moindres 
que 27. On aura, pour la valeur de # correspondante à un z quel- 
conque, 


MNP=ENT 


£ 
{ ps D) 
(1) OO |, 71 € ° 


La valeur initiale de p étant choisie comme nous l'avons fait, 
si, pour arriver de O en un point quelconque M{fig. 95), on fait 
suivre au point variable 3 un chemin quelconque, et si l’on imagine 


Fig 0: 


que des points + c et — c partent deux rayons vecteurs aboutis- 
sant au point z et le suivant dans tout son parcours, chacun de ces 
rayons décrira autour de son extrémité fixe un angle de grandeur 
quelconque et parfaitement déterminé. Donc chacune des deux 
valeurs de w, que nous avons distinguées par les signes + et —, 
sera aussi parfaitement déterminée. Ces deux valeurs ne cesseront 
pas d’être inégales tant que les rayons 7 et 7” seront tous les deux 
différents de zéro. 


1236. Si l’on fait décrire à z un contour fermé quelconque, ne 
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comprenant dans son intérieur aucun des deux points de ramifi- 
cation + €, —c, chacune des fonctions 


étant uniforme et continue dans cette aire, on pourra lui appliquer 
les théorèmes relatifs aux fonctions synectiques, et en particulier 
celui en vertu duquel chacune de ces fonctions arrive à la même 
valeur lorsqu'on fait passer z d’un point z, à un autre z suivant 
deux chemins différents, renfermés l’un et l’autre dans l’intérieur 
de cette aire. On voit aisément alors que chacun des angles p, p' 
arrivera en z avec la même valeur, quel que soit celui des deux 
chemins qu’on ait parcouru. 

Dans ce cas, on pourra, sans changer la valeur finale de la fonc- 
on, retrancher de l’aire 4, comprise dans le contour, des portions 
quelconques [1127 |, et par suite réduire cette aire à la droite qui 
joint les deux positions z, et z, pourvu que celte droite soit tout 
entière contenue dans l'aire A. 

S1 l’on considère l’accroissement 4 — æ, de la fonction, corres- 
pondant au déplacement de z, comme l'intégrale des accroissements 
infiniment petits correspondants aux éléments infinitésimaux du 
chemin suivi par z, on voit que, dans l'hypothèse admise, on 
pourra remplacer l’intégrale prise le long d’un chemin quelconque 
contenu dans l’aire par l'intégrale prise le long du chemin rectiligne 
aboutissant aux mêmes extrémités. Nous donnerons, pour abréger, 
à cette dernière intégrale, le nom d'intégrale rectiligne prise 
entre les limites z, et z. 


1937. Si la droite z,z passait précisément par l’un des points 
de ramification c, on éviterait ce point en remplaçant une portion 
de droite infiniment petite, prise de part et d’autre de c, par une 
portion de courbe, un demi-cercle par exemple, tournée dans un 
sens tel que le chemin rectiligne ainsi modifié et le chemin curvi- 
ligne qu’il doit remplacer ne comprennent pas entre eux le point c. 

Pour rendre ces faits sensibles par une image physique, ima- 
ginons un fil flexible étendu sur le chemin parcouru par z entre les 
points z, et z, et concevons aux points + c et —c deux obstacles 
verticaux, empêchant le cordon de passer par-dessus l’un ou l’autre 
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de ces points. Deux positions quelconques du fil pouvant se trans- 
former l’une dans l’autre sans rencontrer les obstacles compren- 
dront entre elles une aire qui ne renfermera pas ces obstacles, et, 
par suite, les variations de la fonction correspondantes à ces deux 
chemins seront identiques et elles seront égales à l'accroissement 
reculigne si l'on peut redresser le fil sans rencontrer les obstacles. 

Dans le cas où le chemin rectiligne passe par le point c, on 


s’avancera sur ce chemin à partir de z, jusqu’au point z = € -- À 2 
infiniment voisin de c, à étant l’argument de z,—c; puis on dé- 
crira du centre c et du rayon 7 un demi-cercle dans le sens des 
angles croissants ou décroissants, suivant que le rayon vecteur 
parcourant le chemin curviligne de z, en z fera le demi-tour de € 
dans le premier sens ou dans le second. On arrivera ainsi de l’autre 
côté de c avec une valeur de l’argument de reë égale à a Er, et, 
par suite, le facteur 


iu 


2 


Vz UC — Vre 
deviendra soit 


soil 


suivant le sens dans lequel on aura contourné le point c. D'après 
cela, w arrivera en z avec l’une ou avec l’autre de ses déterminations, 
selon que l’on aura choisi l'un ou l’autre des deux demi-cercles 
pour remplacer le diamètre commun. Dans tous les cas, on aura le 
moyen de distinguer quel est celui qu'il faut choisir. 


1238. Si l’on fait décrire au point z, autour du centre +c, un 
cercle assez pelit pour ne pas contenir d'autre point critique que 
.P 
L 


. 2 . . ES 
+ c, l'angle p variant de 27, P variera de 2 Gb Di UILe Vre . 
7 


sera multiplié par eF =— 1. Done, après avoir parcouru ce cercle, 
la valeur de #w aura été multipliée par — + et aura changé de déter- 
mination. Il en sera de même si z fait le tour de —c. 

Si z parcourt une courbe fermée faisant z fois le tour de + cet 
n' fois le tour de —c, les tours étant comptés positivement ou 
négativement suivant le sens du parcours, les deux facteurs de 
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seront respectivement multiphiés par 


Je Lee { / 
et — | — ts et — (— LS ; 


et par suile w sera multiplié par (— 1)*##, Donc changera ou ne 
changera pas de détermination, suivant que le nombre 72 + 


sera impair ou pair. 


1239. Supposons que w parte de l’origine avec une certaine 
détermination, qu'il se dirige vers un point critique c suivant un 
chemin rectiligne, qu’arrivé à une distance r de c, moindre que 
celle de c au point critique le plus voisin et que nous pourrons 
supposer infiniment petite, il quitte la droite O cet décrive autour 
de c une circonférence entière qui le ramène sur la droite, et 
enfin qu’il revienne en O suivant la même droite. Le chemin ainsi 
parcouru sera dit un contour élémentaire, et nous désignerons 
par (c) le contour élémentaire relatif au point critique c. 

Si c, comme dans l'exemple actuel, est un point de ramification, 
w changera de détermination en parcourant le cercle qui entoure c, 
et, par suite, reviendra en O avec une valeur différente de celle 
qu'il avait au départ. 


1240. Supposons maintenant un chemin quelconque, condui- 
sant d’un point initial zç à un point final z et entourant les divers 


!.,.. d’une fonction donnée # chacun un 


points critiques ©, €’, € 
nombre quelconque de fois, et concevons, comme précédemment, 
un fil flexible appliqué sur ce chemin et des obstacles placés aux 
divers points critiques. Si l’on tend Île fil, il commencera par se 
serrer autour des obstacles, en les entourant chacun un certain 
nombre de fois et en laissant entre eux des portions rectilignes. 
Détendons maintenant chacune de ces dernières, de manière à la 
remplacer par deux cordons rectilignes allant du point initial 34 à 
chacun des deux obstacles. Nous aurons une transformation ana- 
logue à celle que représente la fig. 96. Les fils tendus entre les 
points critiques et le point initial z, se changeront, à la limite, 
en contours élémentaires, dont la partie circulaire sera parcourue 
un nombre quelconque de fois, positif ou négatif. 

De cette manière, on pourra remplacer tout chemin de nature 
quelconque, allant de z, en z, par un système de contours élémen- 
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aires relatifs aux divers points critiques, lesquels devront être 
parcourus dans un ordre déterminé et chacun dans un certain sens 
et un certain nombre de fois, ce système étant suivi d’un chemin 


Fig. 06. 


rectiligne allant de z, à z, en évitant, s’il y a lieu, les points cri- 
tiques, comme nous l'avons vu plus haut. 

On voit donc qu'une fonction multiforme w, partant d’un point 
donné z, avec une détermination désignée, peut arriver en un 
autre point donné z avec telle ou telle détermination, suivant la 
nature du chemin parcouru par la variable z, et que, dans tous 
les cas, on pourra remplacer un chemin quelconque par un chemin 
composé d’une certaine combinaison des contours élémentaires 
relatifs aux divers points critiques, ces contours étant parcourus 
chacun un nombre de fois déterminé et dans un ordre convenable : 
pus d’un chemin rectiligne allant du point initial au point final, 
en évitant, dans un sens convenable, les points critiques qui 
pourraient se Lrouver sur son parcours. 


1241. I. Prenons pour second exemple la fonction 


(1) sw = \/z — €, 


/ 
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Nous aurions à répéter sur cette fonction une grande partie de ce 


que nous avons dit à propos de la fonction Vz—c?, dont la fonc- 
tion (1) est un des facteurs. Ici c est le seul point de ramification 
situé à distance finie; mais il existe encore un second point de 
ramification, le point de l'infini, z =. 


En effet, si nous posons, en introduisant le rayon réciproque 


= I . . 
[1114], 3 — - ; il viendra 
; LA 


En faisant 


il viendra 


expression qui change de signe si l’on fait le tour du point z'=o. 
Donc z'— 0 où z —% est un point de ramification de la fonction 


I / 
/ 
V: et C OU NO CE 


Si l’on appliquait la même transformation à la fonction 


DA 


VI Vz — A 
qui deviendrait 


w == V 2e 
LE VE CEE 


/ 


5 I 
les points z2 — MR 


élant tous les deux en dehors du cercle infini- 
C 
ment pelit tracé autour de z'= 0, la fonction w ne changerait pas 
de détermination en faisant le tour de ce cercle. Donc ici z — 
n’est pas un point de ramification. 

On pourrait dire que ce point z'— o est le point où coïncident 


. : 3 : 1 
les points de ramification des deux facteurs =, ———— de w, et 


pi ! 
Ne = (V# 
que ces deux points de ramification se neutralisent mutuellement, 
parce qu’on ne peut faire le tour de l’un sans faire en même 
temps le tour de l’autre, et que les deux changements de signe 
simultanés de la fonction w se compensent. 


Du reste, pour la fonction (1) w = Vz—-c, la présence du se- 
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cond point de ramification 3 — «© n'’influe en rien sur la marche 
de la fonction, puisque toute révolution autour de l’un des deux 
points o et « est en même temps une révolution autour de l’autre. 


AD42AIII0 En appliquant les mêmes raisonnements à la fonction 


Di CN EME 
on verra de la même manière que z = « est ou n’est pas un point 
de ramification de w, suivant que 7 est impair ou pair, de sorte 
que, pour 7 = 2y —1 comme pour 2— 2, le nombre total des 
points de ramification sera toujours 2». 
Ainsi les deux fonctions 


Vataiztazr+u,r, 


Va + 413 + do + A + 4,2 


ont l’une et l’autre quatre points de ramification. 

Dans le cas de n = 2y— 1, le contour qui enveloppe le seul 
point z = sur la sphère peut être considéré comme envelop- 
pant, de l’autre côté, tous les 2Y—7+1 autres points de ramifi- 
cation. 


1943. IV. Considérons encore la fonction à trois détermi- 
nations 


3 / ; 
LENRET TENTE 
En posant 
ACL 1 CNE Ca — r,elPe, BC = rs els, 

w prendra la forme 
LE no) LE en LE 
3 CRE a 
HIT rar e . , 


On voit qu’une révolution autour du point c; augmente l’argu- 


2T 1 à (13 3 
ment de w de 7 deux révolutions l’augmentent de ss > EL trois 


révolutions l’augmentent de 27%, ce qui ramène w à sa première 
2ri 


valeur. Ainsi, en désignant par & — e * une des deux racines cu- 
biques complexes de l’unité, si l’on fait n, révolutions autour de 
Ci, 22 autour de ©, ñn;, autour de c3, # se trouvera multiplié par 
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€ 


antritrs, c'est-à-dire par un des trois facteurs 1, e 
vant que l'on aura 


+ lo 13=0, 1, 2 {mod.3). 
1244. V. Si l’on avait pris 
3/ Mr TU UT EG 
= Y(2 — C)(z— cs 


: ] . : . 
en faisant z = -,> il viendrait 


A RE ES Fe z!) 
ur \1 C7 ) (1 > 2 
RSR) Ph 19 _ 2 5) 
ds 


Ou, En posant ze 7e, 


2e VU Vire sheet, 


On verrait alors, comme précédemment, que, si l’on fait le tour 

(dans le sens rétrograde) du point O’ du plan antipode [1114}, 
4TI 

w se trouvera multiplié par e ? , de sorte que z/= o ou z = % est 

encore un point de ramification. 


1245. VI. En général, si l’on considère la fonction 


LA 


Met END 
VO Z , 


m ’ e. e L °."m L2 2 
— étant fractionnaire, O sera un point de ramification, puisque, en 
/ 


posant z — j'eP, on aura 


u 
=  VL n 
Eu CAL 


' Ma GE ie : à k ; 
et, si la fraction — est irréductible, w sera une foncuon à z dé- 
tL 
Lerminations. 


Si l’on pose maintenant z = - et z'= 7’eiP”, alors 


nt .mpl 


—— —i— 


w—7r %le n : 


d'où l’on voit que w change encore de détermination lorsque 3 fait 
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lé tour de s=—"0. Donc 2 0/0u,2—/est encore uns point 
de ramification. 

On peut remarquer ici, comme au n° 11, que, si l’on considère 
la représentation sur la sphère, chaque révolution directe autour 
de z — 0 est en même temps une révolution rétrograde autour de 
z!—0; de sorte que, lorsqu'on fait le tour de lPorigine, on peut 
considérer ce chemin comme faisant le tour, dans le sens opposé, 


du point à l'infini. 


1A0MVIIeS:#l'0n 2 


4 : (ne Et 
(se \ (7 dE Ci) WE Cyn 
17 
+ D nm; 7 PA 
— Fe Vic si Tr — 0,2 ke 
mt, » . : / : A 
ctant flacliONNaire, Z°=— 0.OÙ) 3 —— 1 sera un point de ramifi- 


/è 

cation, et si l’on décrit en sens direct un chemin renfermant dans 
son intérieur tous les points de ramification €,,...,Cm, On pourra 
considérer ce chemin comme entourant le seul point æ , dans le 
sens rétrograde par rapport à ce point. 


1247. VIII. Lorsque, dans l'exemple précédent, À des points 
de ramification c;, ..., ex Viennent à coïncider, alors la valeur de 
w peut se mettre sous la forme 


et l’on voit qu'une révolution autour de c, équivaut à £ révolutions 
autour d’un point de ramificalion simple ou à une révolution sui- 
vant une courbe embrassant dans son intérieur Æ points de ramifi- 
cation différents. 

S1 : esL entier, c, cessera d’être un point de ramification. 

On voit maintenant sans peine comment on discuterait le cas 
d’une fonction formée par l’addition de plusieurs fonctions multi- 
formes, ou plus généralement par la combinaison de plusieurs 
opérations algébriques multiformes quelconques. 
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1248. Étudions maintenant l’autre classe de fonctions multi- 
formes dont nous avons parlé au n° 1234, celle des fonctions pro- 
venant de l'intégration d'une fonction algébrique uniforme où 
multuforme présentant des infinis. 

Soit f(z) une fonction de la variable z, et supposons-la d’abord 
uniforme et continue à l’intérieur de l'aire 4, sauf en certains 
points C1, C»,... de cette aire, où elle présente des infinis propre- 
ment dits. 

Supposons que l’on fasse suivre à la variable z une ligne conti- 
nue À, tracée d’une manière quelconque entre deux points donnés 
zo et z, dans le plan des z ou sur la sphère de référence: nous 
appellerons cette ligne le chemin d'intégration. Si l’on fait la 
somme des produits de chaque élément dz de ce chemin par la 
valeur correspondante f{z) de la fonction, la limite de cette somme 
sera l'intégrale de la fonction, correspondante au chemin d’inté- 
gration à. 

Pour que l’intégration soit toujours possible, 1l faut que le che- 
min d'intégration 3 ne passe par aucun point dans le voisinage 
duquel à une variation infiniment petite dz ne corresponde pas 
une variation infiniment pelle de l'intégrale elle-même, comme 
cela pourrait avoir lieu si la fonction f(z) devenait infinie en ce 
point. Nous supposerons toujours que, si le chemin d’intégration 
contenait un tel point, on l’éviterait en faisant un détour infini- 
ment petit, sauf à discuter l'influence que le sens dans lequel on a 
fait ce détour peut avoir sur le résultat. 

Lorsque le chemin 3 se réduit à une ligne droite, l'intégrale est 
dite l'intégrale rectiligne de la fonction f(z)dz, prise entre les 
limites z, et z, et nous la représenterons simplement par la notation 


[ Valide, 
0 


1249. Si entre la droite z, z et le chemin 3 il ne se trouve aucun 
point critique de la fonction f(z), nous avons vu [1125] que les 
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intégrales prises le long des deux chemins ont la même valeur. 
Donc l'intégrale prise le long de 3 pourra, dans ce cas, être repré- 


sentée aussi par la notation Î fiz)dz. 
Z, 


Si, au contraire, l’aire comprise entre 3 et la droite z, z renferme 
un ou plusieurs infinis c,,C, ... de f(z), nous avons vu que la 
différence entre l'intégrale prise suivant 3 et l'intégrale rectiligne 


est la somme des intégrales JL ’ JE > -.. prises autour de ces infi- 
c <. 


nis. Cette différence restera constante, tant que z variera de 
manière que l’aire comprise entre les deux chemins contienne tou- 
jours les mêmes infinis, et que les deux chemins d'intégration 
entourent chaque infini le même nombre de fois. 

Pour plus de clarté, nous commencerons toujours, ainsi que 
nous l’avons fait plus haut, par remplacer le chemin 3 par le che- 
min rectiligne, précédé des contours élémentaires relatifs aux 
divers points critiques renfermés entre 3 et le chemin rectiligne, 
en tenant compte du nombre de fois que chaque contour élémen- 
taire est décrit, et du sens dans lequel il a été décrit chaque fois. 

S1 le chemin rectiligne passait lui-même par un des points cri- 
tiques, on éviterait ce point au moyen d’un demi-cercle infiniment 
petit décrit autour de ce point comme centre et tourné dans un 
sens convenable, la valeur de l'intégrale rectiligne variant géné- 
ralement avec le sens que l’on a choisi pour ce demi-cercle. 


1250. On voit que l’intégration d’une fonction uniforme f (3), 
qui a des infinis, engendre une fonction multiforme, susceptible 
de prendre en chaque point donné du plan une infinité de valeurs, 
dont les différences dépendent des chemins parcourus par la variable 
d'intégration et sont exprimées par des sommes de multiples, 
positifs ou négatifs, des intégrales prises autour de ces divers infinis. 

Chacune de ces dernières intégrales s'appelle une période de 


l'intégrale ff(z)dz. Ainsi, si l’on représente par | f (z)dz 
Z9 
l'intégrale rectiligne et par [- [> ++. les périodes correspon- 
C, Ÿ Ca 


dantes aux infinis c,, C, ... compris entre le chemin d'intégration 3 
et le chemin rectiligne, la valeur générale de l’intégrale f f(z)dz, 
H. — Cours de Calcul infin., VV. 4, 


_ 
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pour un chemin quelconque 3 allant de z, en z, sera 


Z 
na, Pme f f\z)dz, 
CAR 24 ze 


Ni, 9, ... étant des entiers positifs, nuls ou négatifs. 


1251. Lorsque, après avoir fait le tour d’un infini c, la variable z 


revient à sa première position, l'intégrale w aura crû de f et, par 
e 


suite, elle aura changé de détermination si fuest pas nul. 
C 


S1, après avoir parcouru un chemin z, c et avoir fait le tour de c 
sur le cercle infiniment petit, z revient en z, suivant le même 
chemin, w aura changé de détermination et décrira, par consé- 
quent, sur son plan ou sa sphère de représentation, une courbe 
différente de la première. Quand le point correspondant à c est un 
infini de u, les deux branches de courbe décrites sur la sphère 
des u partiront du pôle inférieur. Dans tous les cas, la courbe 
décrite par u se ramifie à partir du point u correspondant à c; 
donc ce point c est généralement un point de ramification de la 
fonction u. 


1252. Des intégrales prises le long d’un contour élémentaire. 
— Soit c un point critique de la fonction f(z), et considérons le 
contour élémentaire formé d’un cercle infiniment petit tracé autour 
de c et d’une droite joignant le point initial z, de l'intégrale 
ff(z)dz à un point de ce cercle. On pourra, comme dans le 
n° 1240, considérer ce contour élémentaire comme la limite d’un 
chemin composé des deux parallèles infiniment voisines z$AÀ et 


Czs, et de l’arc ABC (fig. 97), infiniment peu différent de la cir- 


F19.707. 


conférence entière. L'intégrale prise le long du contour élémentaire 
sera la limite de la somme des trois intégrales 


Jo 4) + f (ABC) + J(G2). 
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Supposons d’abord que le point critique c ne soit pas un point 
de ramification. Alors, en revenant, après avoir fait le tour du 
cercle, à une position C infiniment voisine de À, la fonction f(z) 
reprendra, à la limite, la même valeur qu’en À, et les éléments de 
l'intégrale le long du chemin Cz, seront égaux et de signe con- 
traire à ceux de l’intégrale le long de z, À. Donc les deux intégrales 
S(z0 A) et f(Cz,) se détruiront, et l'intégrale prise le long du 
contour élémentaire se réduira à la seule intégrale f(ABCA), c’est- 
à-dire à l’intégrale il prise autour de c, comptée positivement ou 


fé 
négativement selon que le cercle sera parcouru dans le sens direct 


ou dans le sens rétrograde. 


1253. Supposons maintenant que f (z) soit une fonction multi- 
forme, ayant un point de ramification en c. L'intégrale prise le 
long du côntour élémentaire, parcouru dans le sens direct, sera, 
comme précédemment, la limite de la somme 


J (0 À) + J\ABC) + J (C2). 


Or, en passant de À au point infiniment voisin C, la fonction f(z) 
aura changé de détermination, et, si elle est partie de À avec la 
valeur f,(z), elle aura en C une autre valeur /,(z). On aura donc 


fazf filz)ds, fleai=- f fi(a)ds. 
A Zy 


0 


Donc la somme f'(z, À) + f(Cz,) aura pour limite 


ce qui ne s’annulera pas, comme dans le cas précédent. 
Sil'on a f(z) =—f,(z), cette somme sera égale à 


C C 
à |. (sde [ fa(z)dz. 


Quant à l'intégrale f (ABC), elle peut, suivant la nature de la 
fonction f, être ou nulle ou différente de zéro. 
Si l’on avait parcouru le contour élémentaire dansle sens opposé, 


se 
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en partant de z, avec la même détermination f, (z), la partie rec- 


ulhigne de l'intégrale serait toujours 
C 
[ LAz) —fi(z)]dz; 


mais l’intégrale circulaire J(ABC) serait remplacée par l'intégrale 


de signe contraire : 
f(CBA)= — fIABC). 


Si l'intégrale circulaire est nulle, l'intégrale prise le long du 
contour élémentaire sera indépendante du sens dans lequel ce 
contour sera parcouru. 


1254. Soit un point de ramification c, et soit T l'intégrale prise 
le long du contour élémentaire (c) correspondant à ce point. Sup- 


posons l'intégrale circulaire / nulle, et la fonction f(z) suscep- 
C 


tible des deux valeurs égales et opposées f,(z)et f2(z) =—f;(z). 

Après que l’on aura parcouru une première fois le contour élé- 
mentaire, la fonction f(z), partie de z, avec la valeur f,(z), y 
reviendra avec la valeur — f,{z). Si l’on parcourt maintenant de 
nouveau le contour élémentaire, l'intégrale, prise en partant de z 
avec la valeur — f,(z), aura tous ses éléments égaux et de signe 
contraire à ceux de l’intégrale précédente; elle aura donc pour va- 
leur —T, et par suite, en l’ajoutant à la première, on aura zéro 
pour l'intégrale correspondante à deux parcours consécutifs du 
contour élémentaire. 

On verra de même que, si l’on fait rn intégrations consécutives 


4 Lx 


le long du contour {c), le résultat sera égal à 


1 nu Li E 
’ 


D) 
c'est-à-dire à lou à zéro, suivant que m sera impair ou pair. 
1255. Soit c’ un second point de ramification de la même fonc- 
tion biforme, et supposons-le tel que fc’) (!) soit égale à — fc) 
lorsque les deux intégrales sont prises en partant de la même dé- 


— 


(') En désignant par f(c') l'intégrale prise le long du contour élémentaire ( c’). 
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7, 


termination de f(z). Après que l’on aura intégré le long de (c), 
f(z) aura changé de signe, et f(c/), calculée en partant de la dé- 
termination — f,(z), aura pour valeur + F. Donc f{c), suivie de 
J{c');, donnera pour valeur 2 [”. On conclut de là que, si l’on fait 
une série de n intégrations consécutives en parcourant tour à tour 
d’abord le contour (c), puis le contour (c’), on aura pour résultat 
+ n. 

Si, au lieu de commencer cette série d’intégrations par le con- 
tour {(c), on avait commencé par {c’), le résultat aurait été — nT. 


Exemple. — Soit l'intégrale 


fi dz 
Ve? NT 


La fonction sous le signe fa deux points de ramification, + c et 
— c. Supposons que le radical parte de z— 0 avec la valeur + c. 

S1 l’on intègre le long du cercle infinitésimal qui entoure le 
point c, en posant 


C2 re). dou  d2—— reP.idp, 
l'intégrale sera 


OITE. 


VreéPiac—reir) 4 
et sa valeur s’annulera évidemment avec r. L'intégrale circulaire 
étant nulle, on pourra donc appliquer le résultat précédent. Donc, 
en intégrant z fois de suite le long des contours respectifs (+ c), 
(—c), (+c), ...,([—1}""'c), on aura pour intégrale totale 


d 


(és 
<ur=on | = 
JEUNE 


Au contraire, si l’on avait pris les contours élémentaires dans 
l’ordre 


Z 
3 
2 


CS CR En 


la valeur de l'intégrale totale aurait été — nT. 
On voit, dans ce cas, que, sans changer l'intégrale rectiligne 


L 7 
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[Üz0 z: ), on pourra augmenter ou diminuer l’intégrale curviligne 


U f(z)dz d’un multiple quelconque de F. 


Lorsque deux points de ramification jouissent des propriétés 
des deux points c, c/ dont nous venons de parler, nous leur don- 
nons le nom de points de ramification complémentaires. 


& II. 


EXEMPLES D'INTÉGRALES PÉRIODIQUES. 


1256. I. Soit l'intégrale 


: I ; ; . - 
La fonction — ayant un infini pour z = 0, ce point sera un point 
Z 


critique de l'intégrale u. 
Si nous posons 


; ; dz 
21 Id OURAr Te AD. ee dp, 


l'intégrale circulaire prise autour du point Z —= O0 sera 


dz 2 
fE=f ID 0 TR 
VD ? 0 


Ce sera là la période de l'intégrale proposée, dont la valeur géné- 
; . res: . y: /- 

rale sera, par conséquent, égale à l'intégrale rectiligne |  —: plus 
I 24 
un multiple quelconque, positif ou négatif, de cette période. 


- 


ur, no : . 
1297 L'intégrale | —— —; a deux points critiques, corres- 
Lez 


pondants az — 1. En posantc= Dretz 0767 on 0 
sur un cercle décrit autour de c, 


dz==tre tdp) 


= — —(c+z)(c—z) ——(20+ rerP)rer; 
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donc [1129] 


dz LS I DO : ; 
227 (z—0c) RE ——2im— = Tir. 
C 


I— 23 az z 


Donc les deux périodes de l'intégrale sont égales au signe près; 
par suite, la valeur générale de l'intégrale prise entre les limites 
cel zisera 


0 
| : Drabaimi nl 


l’entier 7 étant égal au nombre de fois que le chemin d'intégration 
a entouré {dans le sens direct) le point — 1, moins le nombre de 
fois qu'il a entouré le point + 1, les tours faits dans le sens rétro- 
grade devant être comptés négativement. 


: 28% he: FA 
On verrait de même que la valeur générale de l'intégrale MT 
I Z 
est 


Cette intégrale et la précédente sont des cas particuliers de l’in- 


tégrale 
4 3 dz 
rs to cet 
AR 
0 I Dre e 4 


qui a les deux points critiques 
Ci — _E re Ca feat CR 


En posant 1 — e“z — rer, l'intégrale prise autour de c;, 


1e — e*. ire? dp UE f É wo 
. : = RE RO 
oi rRLD 7 
o mreP|2—"re?) 2 Rire 


aura pour limite correspondante à r = 0 


— irmeT!®, 
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et, de même, l'intégrale prise le long de l’autre point critique sera 
tirer. 
Ces deux périodes étant égales et de signes contraires, on en 


conclut que la valeur générale de l'intégrale sera l’intégrale recti- 
ligne, plus un multiple quelconque de ire". 


: ; T ; 
En faisant tour à tour & = 0 et &« — -, on retrouvera les résul- 
2 


tats relatifs aux deux intégrales précédentes. 


1258. III. Soit l'intégrale 


mz +7 
RS æ 
2? + az + 0 


que l’on peut mettre sous la forme 


mz—+n " 
Fan) ob az, 


Les intégrales prises autour des deux points critiques c;, c, auront 


pour valeurs respectives 


Me +n . NET IC Ur 
hr, = ——— 2ir. 
c, C1 —— Co Ce Cora 


L'intégrale a donc deux périodes différentes tant que, les deux 
quantités c,, © étant différentes, m2 ne sera pas nul. On a donc ici 
un exemplé d’une intégrale à double période dont la valeur géné- 
rale est égale à l’intégrale rectiligne augmentée de multiples quel- 


conques ea _ 2 [ des deux périodes. 
ci c 


Si m—o, alors les deux périodes, étant égales au signe près, 
n'en feront plus qu’une seule, comme dans le cas précédent. 


1959. IV. Considérons maintenant l'intégrale d’une fonction 


Je dz 
[e) Vi — 7? 


Les points de ramification z — +1 et z——1 sont en même 


multiforme 


temps des infinis de la différentielle. 
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Si nous posons 


CRE ER À AUS 


c représentant =E 1, l'intégrale prise autour de c aura pour valeur 


1 
27 FU DIT DL 
tre? dp DANCE e?  dp 
JL == : ÿ e 1] LE APRE A 
o VY—re?{oc+ret) o V2c+ re’ 


et, pour infiniment petit, celte expression a évidemment pour 


limite zéro. Donc 1c1 les deux intégrales circulaires sont nulles. 

Si maintenant on suppose que le radical parte du point z —0 
avec la détermination +71, l’intégrale rectiligne prise de z = 0 à 
3 —1—7 aura, pour 7 infiniment petit, une certaine limite, que 
nous désignerons provisoirement par x. 

Après que z aura fait le tour du point +1, V1 — z? aura changé 
de détermination, et, d’après ce que nous avons vu au n° 1955, 
l'intégrale prise de +- 1 à o aura encore la valeur z, de sorte que 
l'intégrale relative au contour élémentaire (+ 1) aura pour valeur 


+ 2%, lorsqu'on suppose à Vi — 3? ]a valeur initiale + 1. 

On verrait pareillement que, dans la même hypothèse, l'intégrale 
relative au contour élémentaire (— 1) aura pour valeur 27. 

On conclut de là, comme au n° 1255, que, si l’on parcourt alter- 
nativement les deux contours élémentaires, en prenant +1 pour 
valeur initiale de 4/1 z?, la somme des intégrales élémentaires, 
après 2 parcours, sera E 27%, suivant que l’on aura commencé par 
le contour (— 1) ou par le contour (— 71). 

S1 l’on parcourt le même contour, (+1) par exemple, m fois 
consécutives, le résultat sera, d’après ce que nous avons vu, 


I MESA mt 
CRRÉSIOEN A 


c’est-à-dire 2x ou zéro, suivant que mn sera impair ou pair. Après 
ces m parcours, ÿ1—- 2? se trouvera multiplié par (— 1)”; si l’on 
fait maintenant m, fois le tour de (— 1), on ajoutera à la valeur 


(— me 2 (—r)ix 


Ce qui donnera en totalité 


précédente 


SR de 2(— hi Le ven DDR 


\ 
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Si l’on fait ensuite mm, fois le tour de (+1), le radical partant de o 
avec la valeur (—1)#*#,, on ajoutera à la valeur précédente 
(—i)trilz —{— 1)7:7], ce qui donnera en totalité 


+ [— Ex DR 2(— D'éatax ax (— ro 


Et ainsi de suite. 

On voit que cette expression représentera toujours un multiple 
pair de +, et que, de plus, on pourra toujours disposer du nombre 
des changements alternatifs de contours et de la parité de chacun 
des nombres mn, m,,..., de manière que la partie de l'intégrale 
ajoutée à l'intégrale rectiligne soit égale à un multiple quelconque 
de 24. 


1260. Il est facile de déterminer cette intégrale 2x, en nous 
appuyant uniquement sur le théorème de Cauchy [1124]. En effet, 
cette intégrale est égale à l'intégrale prise le long d’un contour 
fermé quelconque, renfermant dans son intérieur le seul point 
critique —- 1. Prenons pour ce contour celui d’un demi-cercle de 
centre O, de rayon r infiniment grand, et ayant son diamètre 
dirigé suivant l’axe des y. L'intégrale prise le long du demi-dia- 
mètre à partir de O, suivant le sens direct, sera, en posant z—i#y, 


h? désignant une valeur positive quelconque. L'intégrale prise le 
long de la demi-circonférence sera, en posant z = r'e'r, 


Fu TT 
te he 
re’? idp AL d 
de RER ke 


# Vi Cet k rai 72 e—2tp 


expression qui, pour 7° infiniment grand, a pour valeur re, 
e étant infiniment petit. La troisième partie de l'intégrale sera 


0 20 
dz dy 1 
| sw [ = a = Tu? 
ir Ai — 7 Tr Vi+y 


/2 ayant la même valeur que ci-dessus. En égalant la somme de ces 


trois intégrales à l'intégrale positive 2x, prise le long du contour 
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(+1), on aura 
22 —=— ik Er + 0 Ki, 


d’où, en égalant séparément les parties réelles et les parties 1ma- 
ginaires, et négligeant l’infiniment petit d, on déterminera les 
signes ambigus, et l’on aura 


NME Pr re Th 


1261. Ainsi l'intégrale prise le long d’un des deux contours 
élémentaires est égale à 7. Si, avant de former l'intégrale rec- 


Pau dz 
Us es) 
O0 Vi— 2? 


on parcourt un seul contour élémentaire, et que l’on intègre ensuite 


uligne 


rectilinéairement de o à z, le radical ayant changé de détermina- 
tion, l'intégrale rectiligne changera de signe, et l’on obtiendra 


pour résultat 
Re; 


Si, au lieu d’un seul contour, on en parcourt deux, soit deux 
fois le même, soit deux contours différents, le radical reprenant 
son premier signe, on obtiendra pour l'intégrale totale 


Er Er +u, 
c'est-à-dire une des trois valeurs 
US VELO TUE RATE. 
En continuant ce raisonnement, on verra qu’à une limite supé- 


rieure donnée z correspondent des valeurs de l'intégrale des deux 


formes 
HuHomr,, —u+(2m+i)r, 


ou, ce qui revient au même, de la forme 
nr + |(— 1)". 
1262. V. Étudions enfin l'intégrale elliptique de première espèce 


nn 
R(=) 


Ur== 
0 
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où l’on a posé 


RU) = Nr ire 72 


k? étant un nombre positif et moindre que l’unité. 
. . nr ‘ : I be 
Les infinis de la différentielle, + 1 et + 7° Sont en même temps 


des points de ramification, comme dans l’exemple précédent. 
Comme les points = r'et —j1setrouvent respectivement sur les 
droites qui joignent l’origine zéro aux deux autres points critiques 


I pl LA ; A de 
+ — et—-;,1l faudra, dans les contours élémentaires relatifs à 


ñ À 
ces derniers, éviter les premiers par un détour infiniment petit, 
que nous supposerons fait suivant deux demi-circonférences situées 
la première au-dessus, la seconde au-dessous de l’axe des x, de 


manière à laisser l’un et l’autre des points Æ r sur sa droite, en 


< 1 
allant de o à + RÉ 


Cela posé, imaginons que R(z) parte de zéro avec la valeur +1 
el parcoure le contour élémentaire (+1). L'intégrale prise de 


ZÉTO à I — 7, 


croît continuellement pour 7° décroissant. Le premuer facteur est 


. . I Dao T 
toujours compris entre 1 et -——— ; le second a pour limite =. 
I — 2. 


Nr AR : T Le 
Donc l'intégrale a une limite finie, plus grande que -: Nous dési- 
2 


gnerons cette limite par 


KR PO ide à 


(e) V{r — 2 )f1 == LA) 


Faisons maintenant 
Lip = 
1—z-—rer, d'où R(z)—r?c? YZ, 


Z désignant un polynôme du troisième degré qui n’est pas nul 
dans le voisinage de z—+ 1. Il viendra 
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et, par suite, l'intégrale circulaire 


tendra, pour 7 infiniment petit, vers la limite zéro. 


Après avoir fait le tour du point +1,p ayant crû de 27 et Z 
G CRE Lip re 
ayant repris sa première valeur, le facteur e? aura changé de 


signe, et, par suite, R(z) aura changé de détermination. Donc 


Ni he E ONF * ; PEN 
l'intégrale R(z) sera égale en grandeur et en signe à l'intégrale 
Z 
I 


NUE # Lie $ 
précédente —— = K, et, par suite, R{z) reviendra en O avec 
, AG) 


la valeur — 1, et l'intégrale prise le long du contour élémentaire 
(+ 1) sera égale à + 2K [1255]. 

On verrait de même que, si l’on fait le tour du point —r, R(z) 
partant toujours de O avec la valeur + 1, l'intégrale reviendra en 
O avec la valeur — 2K. 

S1 l’on désigne par w la valeur de l'intégrale rectiligne 


où R{z) part de O avec la valeur + r, et que, au lieu de commen- 
cer par décrire le chemin rectiligne Oz, on décrive d’abord le 


Z 
contour élémentaire {+ 1), l'intégrale | se composera de l’inté- 
(®) 


grale f(+ 1) =2K, plus l'intégrale rectiligne, où R(z) partira 
cette fois de O avec la valeur — 1, et qui aura, par suite, pour 
valeur — u. Donc l'intégrale totale sera égale à 2 K — u. 

Si l’on parcourt deux fois de suite le contour (+- 1), la seconde 
intégrale prise le long de ce contour détruira la première, et l’in- 


tégrale / redeviendra égale à u. 
[e) 


Mais si l’on parcourt d’abord une fois le contour (+ 1), puis une 
fois le contour (— 1), la somme des deux intégrales correspon- 
dantes sera + 4K, et, R{z) étant revenu en O avec la valeur +1, 


I10 CNRC HERBE $ III. 


l'intégrale | aura pour valeur 4 K + u. Et ainsi de suite, comme 
(e) 


; , , dz 
pour l'intégrale de l’exemple précédent il ere l 


5 IN Ter: 


1963. Considérons maintenant le contour élémentaire [+ ) 


Nous avons dit que la partie rectiligne de ce contour devait faire 
un détour pour éviter le point + 1. Apprécions l'influence de ce 
détour. 

Le point z; arrivé en 1—r, s’écarte alors de la droite Or et 
prend une valeur 1 + reiP, p devant varier de r ào, en contour- 


nant +1 dans le sens rétrograde. D’après cela, le facteur 1 —z 
dz 


de R{z) prendra la forme — reiP, et l'intégrale JE prise le 


1 
9 


°e Fdp 
rise ablant 
hate 


4 


CIE 


ong du demi-cercle, deviendra de la forme + 7 


le même polynôme que tout à l'heure. 


Le dénominateur VZ ne change pas de signe pendant que z va- 
rie de tr àI1+7r ou que p varie de 7 à o. Son signe sera + 
si l’on suppose, comme nous pouvons le faire, que l’autre facteur 


ÿ1i— 3 soit parti de O avec la valeur + 1. Dans ce cas, Pour 


= Era [a ” ® D S A - 
Vi ms À V— 10 Vr £ cos 7 in 2) doit être réel et po- 
2 
sitif, ce qui exige que l’on prenne le radical avec le signe —. Dès 
lors, 


LS 4 nr 
ner ë cos À — sin ?) 


2 2 


prendra; \pour &="4r-7rt ou p— 0 Mlalwaleure= iVr, c’est-à-dire 
une valeur imaginaire négative de la forme —:h?. Le radical 


\ & A I 
R(z) sera donc aussi de la même forme entre + 1 et + 7 ei, par 
; 


dz 


suite, RG) sera dans cet intervalle de la forme +- 142. Il en sera donc 
Z 


de même de l'intégrale 
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qui tend, comme il est facile de le voir, vers une limite finie. Nous 
désignerons cette limite par (') 


I 


(ee dz K 
— ii K'. 
eeT R(z) 


Donc la valeur de l’intégrale sur la partie rectiligne du contour 


(+ +) ne 


{ie tr 
= = Te : 
on) 


Si l’on achève de parcourir le contour élémentaire (+ à) en 


revenant en O par le même chemin rectiligne, c’est-à-dire en 


évitant + 1 au moyen d’un demi-cercle supérieur, On verra qu'ici 
encore l'intégrale circulaire sera nulle- et la seconde intégrale 


O 
reculigne Î sera égale à la première. Donc l'intégrale relative 
I 


#1 


7 


, , C I le 
au contour élémentaire . ;) a pour valeur à 
. 


[+ +) Ro RU 
d 


re À 
1 re : 
GS Elonpose k°—r-Xret 7— SE Hisls) l'intégrale fl ES deviendra 
d 22 r 29 


; dz! 
Vis: VRRNERE 


K’ étant ce que devient K lorsqu’on remplace # par #!. 
(5) Si l’on avait évité le point + 1 au moyen d’un demi-cercle situé au-dessous de l'axe 


mt + ! 
14"? 


4 
(8) 


Ox, on aurait eu pour l'intégrale semi-circulaire une valeur de sens contraire; Z au- 


le 


Rs: Ne I ; + 
rait été de la forme + 1h? entre +1 et + 7 et aurait eu pour valeur —zK', 
d 
si 


k 
d’où À — K—:K". 
0 
(*) Si l’on avait suivi les deux fois le demi-cercle inférieur, on aurait trouvé cette 
intégrale — 2K — 2:K'. 
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, , =! L 4 , 4 
Le contour élémentaire (-;) étant symétrique du contour 


ER — Ge : 
_ | par rapport à l’origine — — | sera égale et de signe 
É à par rapp gine, il | 5) 8 g 
Ce I ’ ; 
contraire à Î (+ :) » et, par suite, sa valeur sera — 2K—2:K. 


1264. Supposons actuellement que z, partant du point O, suive 
l’axe des x positifs, en passant au-dessus des deux points de ra- 


mification + 1 et + T° jusqu’à une distance infiniment grande +; 
(A 


puis, qu'il décrive autour de O un quart de cercle de rayon r, jus- 
qu'à la rencontre avec l’axe des y au point z — ir; et enfin qu'il 
revienne en O en suivant l’axe des y. Le contour suivi ne renfer- 
mant dans son intérieur aucun point critique, l'intégrale prise le 
long de ce contour devra être nulle. 
A l = , A C I A 
Or, de O à pe l'intégrale est égale à K + :K’. De DU la valeur 
Û p 

infiniment grande r, l'intégrale différera infiniment peu de sa 
limite 


qui est finie et réelle, le produit (1 — z?){(1—k?z?) étant positif 
I Re . . 
pour z > et dont nous désignerons provisoirement la valeur 


par G. 


Le long du quart de cercle, R({z) sera de la forme 


V (1 pv ET (1 — 2%? GRiel — 12 e?2ip V{i pt ip ) (42 re Cu 
— kx?e?ir (1 _E d), 
9 étant infiniment petit pour t infiniment grand; par suite, 


TT 


[ ÉRIC: ? e—iP;j dn 
Re) ce ” 1 0 


LA 


s os 
s'annule pour tr = æ . Donc l'intégrale arrivera au point + 1r, sur 
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l'axe des y, avec la valeur 
K +:iK'+G. 
L'expression précédente du radical, Ar? e?P{1 + d), montre que, 
F T j a 
lorsque p croît de —, le radical est multiplié par e=—— 71, et par 
=. 


suite il change de signe. Comme il part de O suivant l’axe des y 
avec le signe + et qu'il est réel le long de cet axe, 1l devra être 
négatif pour z = l'infini réel; donc G est négatif. 

De ir à O, l'intégrale croîtra de la quantité 


1e dz Ji idy 
= CL = : , 
+irR (2) o Vao+r)i+Ær) 


dont la valeur sera de la forme — 1H, H étant réel et positif, 
Donc l'intégrale prise le long du contour fermé tout entier sera 


RP ES GE, 


et, cette intégrale devant être nulle, on en conclura les valeurs de 


G et de H, savoir (') ï 
ds 
— —=—K, 
RU 


I 


Fa 
M à Fe l 
“= | ss = Le DRE 
o R(#) o Vii+r)hi+k4r) 


1265. Désignons, pour abréger, par 


NA ON EN D ee EXT 
les intégrales correspondantes aux contours élémentaires (+ 1) et 
(+ ï) » ce dernier ayant été choisi, comme nous l’avons dit, de 
manière à passer au-dessus de +1; les intégrales relatives aux 


1 Lu x 
contours (—1) et (-;) » symétriques des premiers par rapport 


(*) On obtiendrait directement les valeurs de ces deux intégrales en posant, dans G, 
I x? 

Te. et dans He Er 

kz 


D 7 
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à O, seront — x, et — 2, la fonction R{z) étant supposée, pour 
chacune de ces intégrales, partir de O avec la valeur + r. 

En désignant toujours par 


14 dz 
== a 
o R(2 


l'intégrale rectiligne allant au point z, l'intégrale prise le long 
d’un chemin entourant une seule fois le point +1 sera égale 
[1255 ] à 

1 F5: Lee 
Si l’on fait deux fois Le tour de (+1), l'intégrale sera 


LA (x — au) = u. 


/ 


En général, si l’on fait m fois de suite le tour de (+1), l'intégrale 


2 2 
\ 


I I à 
Rite (AE) 


Si l’on fait une fois le tour de (+1), puis une fois le tour de 


(— 1), l'intégrale deviendra 
DH. 


Si l’on répète m2 fois le parcours alternatif des deux contours élé- 
mentaires, l'intégrale sera 


RD UNIQUE 7 AI OU, 
suivant que l’on aura commencé par (+ 1) ou par (—1). 
Si l’on parcourt alternativement les deux contours, de manière 


à décrire m + 1 fois le premier et m fois le second, l'intégrale sera, 
suivant que l'on aura commencé par {+ 1) ou par (— 1), 


H(om+i)x — uw. 


, I 
On aura des résultats analogues pour les contours (ee +) . 


On voit par là que, si l’on parcourt les quatre contours chacun 
un nombre de fois suffisant et dans un ordre convenable, on ob- 
Uendra pour l'intégrale résultante une valeur de la forme 


M4, + As + — DT 7 
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ou, en mettant pour x, et x, leurs valeurs. 
(1) 2(m+a)K onik'+(—1)"t#y, 


m et n étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 
En particulier, l'intégrale rectiligne w conservera son signe si 
le nombre m + n est pair. Si on le représente par 2p, l’expres- 


L4 LA 


sion générale (a) deviendra 


(2) AukK + 2nikK' + u. 


Done, si l’on arrive au point z après avoir parcouru une ligne en- 
tourant alternativement 2u — n fois chacun des deux points +1 
I 
k 
obtenue sera égale à l'intégrale rectiligne augmentée de 


À , : Ars AU 
et — 1, puis z fois chacun des deux points + + et — a l'intégrale 
€ 


| uk +oniK', 


au — n et x étant des nombres positifs ou négatifs, suivant que les 


- L 
parcours commencent par les chemins (1) ou (—1), (- | 


de 
ï 
ou rs 


Donc à un même point z correspondent des valeurs en nombre 
Ê ; aus 2 Pre : 
infini de l'intégrale | a différant entre elles par des multiples 
Z 


quelconques de 4K et de 2:K”. Ces deux quantités constantes sont 


_ 
_ 


L mr. AT a LEE ? 
dites les périodes de l'intégrale [., et cette intégrale est dite 
Le 


doublement périodique. 


1266. On peut donner de cette double périodicité une repré- 
sentation géométrique très-simple. 

Supposons le plan partagé en bandes verticales de largeur 4K 
par des parallèles à O y tracées symétriquement de part et d’autre 
de cel axe, et en même temps partagé en bandes horizontales de 
largeur 2 K’ par des parallèles à O x tracées symétriquement de part 
et d’autre de cet axe. De cette manière, le plan sera divisé en rec- 
tangles égaux, dont l’un aura pour centre l’origine, et dont les 
dimensions seront 4 K et 2 K’. 


O. 
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La formule (2) du numéro précédent nous montre qu'à une 
même valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u diffé- 
rant entre elles de multiples quelconques de 4K, et situées par 
conséquent sur une même parallèle à Ox, de manière qu'il s’en 
trouve une, et une seule, dans chacune des bandes verticales. 

Elle nous montre aussi qu’à une même valeur de z correspondent 
une infinité de valeurs de ‘& différant entre elles de multiples 
quelconques de 2:K’, et par conséquent rangées à la distance 2 K° 
les unes des autres sur une même parallèle à Oy, de manière qu'il 
s’en trouve une, et une seule, dans chacune des bandes horizontales. 

Donc dans chaque rectangle de base 4K et de hauteur 2K'se 
trouve une des valeurs de uw données par la formule (2), et une 
seule. 

Si l’on suppose maintenant, dans la formule (1), que + n soit 
impair et égal à 2u +1, à la même valeur de z correspondront 
toutes les valeurs de l'intégrale données par la formule 


(3) AuK + onikK'+2K—, 


et l’on verra de même que dans chacun des rectangles précédents 
se trouvera une des valeurs de l’intégrale données par la formule(3), 
et une seule. 

Donc dans chacun des rectangles en question se trouvent deux 
valeurs de w correspondantes à une valeur de z quelconque, et 
comprises dans la formule (1). Nous verrons plus tard que ce sont 
les seules. 

Il est aisé de reconnaître que les deux valeurs de u contenues 
dans chaque rectangle sont situées symétriquement par rapport au 
centre du rectangle, la position de ce centre étant déterminée par 
l'expression (4u+2)K+(an+i)iK. 

Remarquons que l’on arriverait à la même représentation en 
supposant que l’origine O, au lieu d'occuper le centre d’un rec- 
tangle, en occupe un des sommets. Dans ce cas, les valeurs repré- 
sentées par les formules (2) et (3) seraient respectivement symé- 
triques, non plus par rapport aux centres des rectangles, mais par 
rapport à leurs sommets. 
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& IV. 


DES FONCTIONS INVERSES DES INTÉGRALES MULTIFORMES. 


1267. En considérant, dans les deux paragraphes précédents, les 
intégrales dont les différentielles ont des points critiques situés à 
une distance finie de l’origine, nous avons vu que la valeur de ces 
intégrales ne dépend pas seulement de fa limite supérieure z de 
l'intégration, mais encore du chemin parcouru pour arriver à cette 
limite. Nous avons vu, de plus, que ïes différentes déterminations 
de l’intégrale qui correspondent à la même limite z sont égales à 
la valeur rectiligne combinée par addition ou soustraction avec 
des multiples quelconques des intégrales prises le long des divers 
contours élémentaires qui entourent les points critiques de la dif- 
férentielle, intégrales que nous avons appelées les périodes de 
l'intégrale proposée. 

Il s’agit actuellement d'étudier les propriétés de la limite supé- 
rieure z, considérée à son tour comme fonction de l'intégrale u. 
Dans les exemples qui nous ont déjà occupés, nous verrons que 
cette fonction z — Y{u) est non-seulement une fonction pério- 
dique de u, c’est-à-dire une fonction reprenant la même valeur 
lorsqu'on augmente son argument & de multiples quelconques des 


diverses périodes de l’intégrale w = f} f(z)dz, mais qu’elle sera, 


Z9 
en outre, une fonction monogène et uniforme de u lorsqu'on fera 
varier u dans toute l'étendue du plan. 
La monogénéité de la fonction z = du) résulte immédiatement 


dz 


— — 


I 

-——, pour toute valeur 
du  f\z) P 
de z, et par suite pour toute valeur possible de u. 


de ce qu’elle a une dérivée déterminée, 


Il suffira, pour établir son uniformité, de constater que les 
diverses valeurs de la fonction directe u, correspondantes à toutes 
les valeurs de z, remplissent toute l’étendue du plan et la rem- 
plissent une seule fois, sans laisser de vides et sans que des valeurs 
correspondantes à des valeurs de z différentes puissent se super- 
poser. 

Enfin, nous n’aurons besoin de faire cet examen que pour les 
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seules valeurs de u correspondantes aux divers chemins rectilignes 
de z, et de montrer que ces valeurs remplissent complétement et 
une seule fois une certaine étendue du plan, laquelle se répétera 
indéfiniment et sans superposition ni lacunes, de manière à couvrir 
toute l'étendue du plan, lorsqu'on augmentera toutes les valeurs 
de x qu’elle contient de multiples quelconques des périodes de 
celte intégrale. 


1268. Soit une fonction f(z) admettant pour période la con- 
stante À, c’est-à-dire telle que l’on ait, quel que soit le nombre 
entier 71, 


(1) f(z+mA)=f(2). 
Si l’on partage le plan en bandes par des droites parallèles, repré- 


sentées par l'équation 


z—=H- mA, 


où l'entier m prend toutes les valeurs possibles, alors à chaque 
système de valeurs de f (z) relatif à un ensemble de points situé 
dans une quelconque de ces bandes correspondra dans chacune 
des autres bandes un système identique de valeurs relatif à un 
second ensemble de points superposable au premier. 

On pourra toujours supposer que la relation (1) n’ait lieu que 
pour des valeurs entières de m; car, si elle était vérifiée, quel que 


à ! m : 

füt l’entier m, par des valeurs de la forme z + — À, on remplacerait 
* É 

la période À par À’= —,; et la relation reprendrait alors la forme (1). 
æ 


Une foncuon est doublement périodique lorsqu'il existe deux 
constantes À, B telles que l’on ait, quels que soient les entiers m, 
n, la relation 


(2) f(z+mA+nB)=f(z). 


On voit, comme tout à l'heure, que, si l’on mène toutes Les droites 
représentées par l'équation 


EI MA nB, 


ces droites partageront le plan tout entier en parallélogrammes 
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ayant leurs côtés égaux en grandeur et en direction aux droites qui 
représentent les périodes À, B, et dans chacun desquels les mêmes 
séries de valeurs de f(z) se reproduisent avec une disposition 
identique. 

Nous donnerons, pour abréger, à ces bandes ou à ces parallélo- 
grammes, relatifs à la périodicité simple ou double, le nom d’aires 
élémentaires. 


1269. Une fonction simplement ou doublement périodique, qui 
est uniforme et continue dans chaque aire élémentaire, admet au 
moins un infini dans l’intérieur de cette aire; car, si elle restait 
finie dans toute cette aire, elle le serait aussi dans tout le plan, 
jusqu'à l'infini inclusivement. Donc [1137] cette fonction se rédui- 
rait alors à une constante. 

La fonction f(z) étant uniforme et continue, sa valeur réciproque 


7 le sera aussi, et, par suite, devra admettre aussi un infini. Donc 
la fonction f{(z) devra admettre au moins un zéro dans chaque aire 
élémentaire. 

Donc, si une fonction simplement ou doublement périodique, 
uniforme et continue, ne devient ni nulle ni infinie dans une aire 
élémentaire quelconque, cette fonction se réduira à une constante. 


1270. I. Commençons par l'étude de la fonction inverse de l’in- 


7 dz 
UE — 9 
1 Z 


et considérons d’abord les valeurs de u correspondantes à toutes 


tégrale 


les valeurs réelles de 3. 

Nous avons vu [1256] que le point critique z = o de la diffé- 
rentielle est un point de ramification de l’intégrale u, et que la 
période de cette intégrale est l’intégrale prise le long du contour 
élémentaire partant du point initial + r et entourant z — 0, inté- 
grale dont la valeur est 217. 

Si l’on fait varier z sur l’axe des x positifs depuis une valeur 
infiniment petite jusqu'à une valeur infiniment grande, il est aisé 
de voir que l'intégrale rectiligne w prendra toutes les valeurs réelles 
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depuis — 0 à +. En effet, si l’on fait varier z en progression 
séométrique, u variera en progression arithmétique; car il résulte 
du théorème d’addition démontré au n° 827 que l’on a, en posant 


=) 


Etre z £° za 
F{e1)= | — ce NN Es 
I “ I g PAL. 


=r(2)+r(À) ++ F( 2 )=nr(s). 


2 Z / 


Or F{z) est positif ou négatif, suivant que z est > ou 1; donc, 
si 2 croit jusqu'à l'infini, z* variera de 1 à — ou de 1 à o, tan- 
dis que F(z”) variera de o à E , et réciproquement. 

La fonction u = F(z) croîtra donc toujours d’une manière con- 
üinue, et remplira complétement et une seule fois l'axe des abscisses 
réelles dans le plan des u, lorsque z variera de o à +  . Donc, réci- 
proquement, z —%Ÿ{u) sera une fonction uniforme et continue de u 
pour toutes les valeurs de cette variable de — x à + æ . Autre- 
ment dit, tandis que le point w décrira d’une manière continue 
l’axe Ox de — co à + ,z—V{u) décrira d’une manière con- 
tinue l’axe des x positifs. 


1271. Faisons maintenant décrire à z le chemin rectiligne par- 
tant de + 1 et comprenant l’axe des x négatifs. Ce chemin passant 
par le point critique z — 9, nous éviterons ce point au moyen d’un 
demi-cercle décrit du centre O et situé, par exemple, au-dessus 


de Ox. En posant 
7 PERS 


AE re at: 
l'intégrale il —, pour z négatif et — —7z/, se composera d’abord 
7 
Li : 


74} 


de l’intégrale 


puis de l'intégrale semi-circulaire 


L T retP idp 
4. 
RAT 


nf À: 
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et enfin de l'intégrale 


de s" dz 
| == | = —=F{z )—F(r). 
pe rh 


En réunissant ces trois parties, on trouve, pour la valeur rectiligne 


de l’intégrale correspondante à la valeur réelle et négative z— — 7, 
/ D 
HP — lier tt) 
r4 


I 


Ainsi, à toutes les valeurs complexes de x comprises dans la for- 
mule 17 + uo, u, variant de — à + œ , correspondent toutes 
les valeurs réelles et négatives de z={u), depuis o jusqu'à — . 
En d’autres termes, le point z décrira l’axe des x négatifs, tandis 
que u décrira, de — x à +, une parallèle à Ox, située à la 
distance + 7 de cet axe. 


1272. Faisons maintenant décrire à z une droite z — 1 +7r'e?, 
partant du point initial z — + 1 de l'intégrale, et faisant avec Ox 
l'angle constant p. On aura alors, pour l'intégrale prise suivant 


cette droite, 
np F2 7 ePdr 
RÉ — — OUT 
[ Z 0 1 7e 


Cherchons la forme de la courbe décrite par cette intégrale, lors- 


que r varie deo à. 
La tangente à la courbe u fait avec Ox un angle égal à l’argu- 
ment de la différentielle 
et? 


AL — 
I —+- re!? 


Cet argument est égal à l'argument p du numérateur, moins l’argu- 
ment du dénominateur 1 + r'etP. Ce dénominateur est représenté 
par la droite OM = Or + 1M ( fig. 98), et son argument par l'angle 
1 OM ; et il est facile de voir que, tandis que M se déplace depuis le 
point 1 jusqu’à l'infini sur la droite donnée, OM passe de la direc- 


(*) On aurait trouvé F(z')=—2x si l’on avait tracé le demi-cercle au-dessous 
1e OT: 
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üuon Ox à une direction parallèle à 1M. Donc l’argument de du 


Fig. 98. 


varie depuis p— 0 ou p jusqu’à p — p ou zéro, et par suite la tan- 
gente à la courbe u est, au départ, parallèle à 1M, et, quand le 
point s'éloigne à l'infini, elle tend à devenir parallèle à O x. 

Dans l'intervalle entrer = o etr = + , l'angle xOM croissant 
constamment, p—xOM diminue, d’où 1l résulte que la direction 
de la tangente à la courbe u va en se rapprochant de la direction Ox 


et que la courbe tourne constamment sa concavité vers l’axe Ox. 
S1 l’on considère le prolongement de la droite correspondant 
aux valeurs négatives de 7, l’angle 1 OM prendra des valeurs néga- 
tives en variant de o à p— 7. L’argument du numérateur étant 
p— 7, puisque r est négatif, l'argument de du variera donc depuis p 
jusqu’à zéro, et l’on voit que la tangente à la branche correspon- 
dante de la courbe u tend à devenir parallèle à l’axe des x positifs. 
Remarquons maintenant que, si l’on substitue au chemin recti- 


ligne 13 le chemin formé par la portion 1x = r prise sur l’axe 
des x et par l’arc de cercle xz, décrit du centre 1 avec le rayon 7 


entre l’axe O x et la droite 17, l'intervalle entre les deux chemins 
ne contenant aucun point critique, l'intégrale ne changera pas de 
valeur. On aura donc 


u = fu) = fi) + farern) 
1l dr 1 reiP.idp 
Es + ———— 
Sale) SU Ce 


(*) Au lieu de considérer r comme variant négativement, on aurait pu remarquer 
que, l'intégrale x ne changeant pas quand on change r en — 7 et p en x —p, tout se 
passe symétriquement de part et d’autre de O x, de sorte que l’on peut se contenter 
d'étudier ce qui se passe au-dessus de cet axe. 
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La première de ces deux intégrales est réelle et varie, pour r 
positif, de o à + æ . La seconde intégrale, qui peut s’écrire sous 
la forme 


a, pour r'infini, la valeur p. De là il est facile de conclure que la 
distance du point & à l’axe réel a pour limite la valeur p. Donc la 
courbe w a une asymptote parallèle à Ox, à la distance + p de cet 
axe. On verrait de même qu'elle a une seconde asymptote aussi 
parallèle à O x et située au-dessous de O x, à la distance —{(r —p). 
La courbe uw est donc comprise tout entière entre deux parallèles 
à Ox, à la distance 7x l’une de l’autre. 

Lorsque p varie depuis o jusqu'à r, l’asymptote supérieure va- 
riera depuis l'axe des x jusqu’à la distance 7 au-dessus de cet axe, 
et l’asymptote inférieure depuis la distance — r au-dessous de Ox 
jusqu’à l'axe O x lui-même. Donc toutes les courbes w seront com- 
prises dans une bande de largeur 27, dont la ligne médiane 
est O x. 

Si l’on suppose maintenant la limite supérieure r — 71, l’inté- 


Tr HP PAr 
Fra TE 
ul nm DLL = ne 


que l’on trouve aisément égale à 


grale u deviendra 


; 
log (1 + cosp) + / 


D) 
2, 


S1 l’angle p est obtus, la partie réelle devient négative; si p tend 
vers la valeur 7, la partie réelle tend vers — , la partie imagi- 
naire restant finie. Donc, pour p infiniment voisin de +, la courbe 
sera toujours comprise entre l'axe Ox et la droite qui joint l’ori- 


: ‘ LIT ; 
gine avec le point — o + —;, de sorte que, pour une abscisse 
2 


négative finie, sa branche inférieure tend à se confondre avec l’axe 
s x névalifs. artir de l’abscisse nécative maximum, la courbe 
de gatifs. À partir de 1 g $ 
revient dans le sens des x croissants et s'approche indéfiniment 
e son asymptote. Pour p aicu, on a un système de courbes disposé 
de son asymptote. Pour p aigu, syst le courbes disposé 
symétriquement au précédent par rapport à l'axe des x. 
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1273. Si l’on fait varier p d’une manière continue, il est aisé de 
voir que les courbes w varieront d’une manière continue et ne se 
couperont pas. 


» 


En effet, si nous donnons à p un accroissement infiniment petit 


et positif dp, le z, pour la même valeur de r, prendra un accroisse- 


ment dz de direction perpendiculaire à la droite 17, et l’inté- 


dz 0 z à : À 
grale [2 croîtra de du — —; dont l’argument est égal à celui de du 
: Z A 


; T ? : : 
augmenté de —; et dont le module a une valeur infiniment petite 


4] 


et différente de zéro en même temps que la valeur de dp. Donc la 
distance des deux courbes u et u + du est infiniment petite avec dp, 
et, comme elle est comptée sur une perpendiculaire à ces courbes 
dirigée du côté de la convexité de la courbe w, les deux courbes 
ne peuvent se rencontrer. 


IL résulte de là que l’ensemble des courbes w remplit comple- 
lement et une seule fois toute la portion de plan comprise dans 
la Lande de largeur 27 qui s'étend symétriquement de part et 
d’autre de l’axe Ox. 

Donc, dans l’intérieur de cette bande, il passe, par un point 
donné quelconque u, une courbe w et une seule, et, par suite, à 
toute valeur de w correspond un chemin rectiligne déterminé de la 
variable z et un point déterminé sur ce chemin. Donc enfin, dans 
cette bande, la variable z est une fonction monogène, uniforme et 
continue de la variable w. 

En ayant égard à ce que nous avons dit dans le paragraphe pré- 
cédent sur la périodicité de l'intégrale ©, les mêmes valeurs de 


Z 


cette intégrale se reproduisant d’une manière identique dans cha- 
cune des bandes de largeur 27 dans lesquelles le plan peut être 
divisé, on en conclura que la fonction z de la variable w est synec- 
tique dans toute l'étendue du plan et, de plus, qu’elle est une 
fonction périodique dont la période est 217, c’est-à-dire que l’on 
a, quel que soit l’entier 7, 

z—#{u)—YŸ{u +orir) 


u, comme on l'écrit habituellement, 


= — PbU+2nir 
z — et — eut+?nir 
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1274. II. Considérons la fonction inverse de l'intégrale 


dr 
== fe 
SA Len 


Cette intégrale a, comme nous l'avons vu, deux points critiques, 
+ 1 et — 51, à chacun desquels correspond la période Æ 7. Si donc 
on partage le plan en bandes parallèles à l’axe des y et de lar- 
geur égale à r, les valeurs de l'intégrale correspondantes à toutes 


les valeurs de z se reproduiront identiquement de la même manière 
dans chacune de ces bandes. Il suffit donc d’étudier la relation 
entre z et w pour une seule bande, celle, par exemple, qui contient 
les valeurs de w correspondantes à tous les chemins rectilignes 
partant de la limite inférieure zéro de l'intégrale. 

Considérons d’abord les chemins rectilignes qui ÉOncdent avec 
les axes coordonnés. Si z varie, sur l’axe Ox, de — © à +, 
l'intégrale w variera de — « à une certaine valeur À, que nous 
déterminerons tout à l'heure, prendra toutes les valeurs comprises 
entre — À et À, et remplira ainsi toute la partie de l’axe O x com- 
prise dans la bande de largeur 2 A dont l’origine occupe le centre. 

Si maintenant on fait, comme dans l'exemple précédent, par- 
courir à z un quart de cercle, de centre O et de rayon infiniment 
grand 7', allant de l’axe Ox à l’axe O y, l’intégrale croîtra de 


retP idp rai 
= EN ea 
4 ner IL re SAP " À 14 r=?e—2'? 


expression qui est égale à l’infiniment petit æ multiplié par une 


D |A 
la 


T 
2 


» | 


intégrale ayant pour limite || e tPidp = —e —h}, ébquir par 
(0) « 
suite, a pour limite zéro. Donc, quand z arrive au point +i«, 


1 Là < , ] il . Te 
intégrale w a conservé la valeur a 


. à . ; JE 9 A 
Passons de z=— +io à z — 0 suivant l’axe des y, et en évitant 

seulement le point critique + i au moyen d’un demi-cercle tracé 

du centre +1 avec le rayon infiniment peut p. L'intégrale prise 
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de +ix à o se décomposera en trois intégrales 


ie dz NEA dy 
on BE À 9 
2 nr Er. 

100 rues co I .) 


ae me 
: per.idp brel 2 AD Fa 
PACS ee la 0 “ia ie a ACTE. ioc'P 
_— sn 
2 2 
ik dz a dy 
— _——— = 1/4 ———— Q 
2 ? 
désire CE: 


Se SE T 
La seconde de ces intégrales a pour valeur limite — -. 


». OC ELU 
Si, dans la première, on change y en —: l'intégrale devient 


AB1TE dy I 
2 IP dy 
J Vase : 
I à 1— y? 
Le 
ur 1 


et, en l'ajoutant à la troisième, 1l vient 


I 


! 
ue 1— y? _— verhte 


dont la limite est zéro. 


Donc on aura, à un infiniment petit près, en égalant à zéro l’in- 
, P Ï ? $ 
tégrale prise suivant le contour parcouru, 


(e ® 
is dx 


2 
| TE 


T 
> == 0); 
2, 


ce qui donne la valeur de l’intégrale prise le long de la totalité de 
l'axe des x posiufs. 
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L'intégrale 
Le 


(0) À 
( 7. — MOY ee X logp 
CT GR Lis 


L: 


est infiniment grande pour p infiniment petit. 

L'intégrale u, étant une fonction impaire de z, repassera par les 
mêmes valeurs, au signe près, le long d’un contour symétrique du 
précédent, c’est-à-dire composé de l’axe des x négatifs, d’un quart 
de cercle joignant les points — et — 1, et de l’axe des y né- 
gatifs, où l’on aura évité le point — 1 par un demi-cerele tracé à 
gauche de cet axe. 

Les contours correspondants aux deux autres quarts de cercle de 
rayon infini peuvent être remplacés par l’un des deux contours 
élémentaires (+1), (— 1), suivi des mêmes contours où l’on aura 
évité les points critiques dans les sens contraires des précédents, 
c’est-à-dire de manière à laisser ces points en dehors des contours. 
On aura ainsi, sur le contour correspondant au deuxième quadrant, 
l'intégrale relative au contour élémentaire {+ 1), qui est égale 
à + 7, plus la somme 


TT 
Te ge À PT TEE O7 
—— + ———— + ——_—; 
2 nr? p21D . 2 
Ô I + Z 2 nn VE Has I + Z 

TE 
: 0 
: d.pe'P 5 dz 

on me EE E er p ae Anar 

UT SAR D 0p 


où 7° est infiniment grand et p infiniment petit, et dont la valeur 


sera encore nulle. 
On voit déjà que, si l’on donne à z toutes les valeurs réelles 


de — © à + ,u prendra, et une seule fois, toutes Les valeurs 
: TIR OUT : 1 ; ; 
réelles de — - à -- -: Si l’on donne à z toutes les valeurs imagi- 
y 2. , 


naires pures positives, z variant de o à +i—5p, l'intégrale u varie 
de o à +1; z contournant le point +: en passant à droite, 


u varie de +—ix à +-—1i, et enfin, z variant de +i+ip 
2 


CT FH TE: 
à +iæ, u Varie de + ——100 A oirns 
2 
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Si, au contraire, z parcourt l’axe des y négatifs, en passant à 
gauche de — 1, l'intégrale prendra des valeurs respectivement 
égales et de signes contraires aux précédentes. 


19275. Discutons maintenant l'intégrale prise suivant le chemin 


récuhene see, 
eiP dr 
gi 1+ rep? 


az 
AA —— 
Eu ee 


l’angle p étant d’abord supposé aigu. 


 L'’argument de la différentielle du est égal à l'argument p de dz, 
moins l’argument du dénominateur 1+ 3? = (z+1)(2—1i)=ON.ON 
(fig. 99), lequel est égal à la somme des angles ON, x ON’. Cette 


Fig. 99. 


somme est nulle pour z — 0, et par suite, au départ, la courbe « 


est tangente à Oz. Pour z croissant, chacun des deux angles s’ap 
proche indéfiniment de p, et, pour z =  , l'argument de w a pour 
limite p— 2p = — p. D'ailleurs, en remplaçant le chemin Oz par 
un chemin rectiligne égal pris sur Ox et par un arc de cercle 
joignant les deux extrémités, on verrait, comme au numéro pré- 
cédent, que l'intégrale circulaire est nulle pour r —. Donc, 


ï AS NE _. - 
quel que soit p <T —; l'intégrale rectiligne aura toujours, pour 
2 
F0. 

T , : ‘ 
la valeur + -. Donc la courbe u, aux points qui correspondent 

2 
àr—o et à r — , est tangente aux deux côtés d’un triangle 150- 


A Te a , 
scèle ayant sa base, de longueur-; située sur O x. 
2 
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9 


De plus, l’argument du dénominateur 1 + 3? a pour tangente 


tang 2 p 


r? COS 2 p 


et la valeur de cette tangente augmente continuellement avec r. 
Donc la courbe u est constamment concave vers l’axe des x. 


L La 


Pour r —1, l'intégrale, dont nous avons donné la valeur géné- 


rale au n° 373, a pour valeur 


Te F 1 + sinp 
— + — lo ‘ 


Mas: AE sinp 
La partie imaginaire de cette valeur devient infiniment grande 
J = he T 7 
pour p infiniment voisin de —-; d’où l’on conclut que la courbe « 
9} 


s'approche indéfiniment de ses tangentes et s'éloigne à l’infini de 
l’axe des x. 

On verrait, comme au n° 1273, que les courbes u ne se ren- 
contrent pas et qu'elles varient d’une manière continue en même 
temps que p. Donc elles passent par tous les états intermédiaires, 
depuis la base commune des triangles isoscèles, qui correspond 
à p — 0, jusqu’à une courbe s’élevant à l'infini et se confondant, à 
distance finie, avec l’axe des y et une parallèle à cet axe menée à la 


. Fi . 
distance —: Donc les courbes & correspondantes aux Chemins rec- 
2 


ulignes compris dans le premier quadrant remplissent complète- 
ment et une seule fois la portion de la bande de largeur 7 com- 
prise dans ce quadrant. 

On trouverait de la même manière que les courbes w correspon- 
dantes aux chemins rectilignes compris dans les trois autres qua- 
drants remplissent aussi complètement et une seule fois les trois 
autres parties de la bande en question. On le reconnaît immédia- 
tement par la symétrie des valeurs obtenues. 

Donc z est une fonction de uw synectique dans toute l’étendue du 
plan. De plus, cette fonction est périodique, et sa période est égale 
à m. En désignant cette fonction par tangu, par analogie avec le cas 
de u réel, on aura, quel que soit l’entier #, 


tangu — tang(u + kr). 


H "Cours de Calc. tnfthil./ AV. 9 
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En combinant les résultats précédents avec le théorème d’addi- 
uon [827, 11}, on en déduirait aisément toutes les propriétés de 
la fonction tang z. 


1276. III. Nous avons vu [1261] que l'intégrale 


É dz 
He Be 
re) ÿi— > 


a pour période 27 et que dans chaque bande verticale de lar- 
geur 27 se trouvent deux valeurs de cette intégrale, correspon- 
dantes à la même valeur de z. Étudions la marche de l'intégrale 
suivant les divers chemins rectilignes de z partant de l’origine, et 
examinons d’abord les valeurs qu’elle prend lorsque z parcourt les 
axes coordonnés. 

Si z parcourt l’axe des x, en supposant que le radical 1 — 7? 
parte de l’origine avec la valeur +1 et que z évite le point de 
ramification + 1 en passant au-dessus, on aura d’abord l’intégrale 


qui, pour p infiniment petit, tendra vers une certaine limite réelle, 
que nous désignerons provisoirement par A. 
Posons maintenant z = 1 + per, d’où 
DÉSERT 


Vi—z—Vÿ— per — /pelrr) + he ; ; 


pour p=?, le radical doit avoir la valeur positive ÿ/1— bp, ce qui 
n° à , " , 0 ñ , 2 . : 

exige que l’on prenne l'expression précédente avec le signe —. 

On devra donc poser 


| 
| 
| 
& 


VI—z 


D'après cela, l'intégrale le long du demi-cercle supérieur aura pour 
valeur 


INVERSION DE L'ARC-SINUS. DO 
quantité infiniment petite en même temps que p, et dont la valeur, 
à une fraction près infiniment petite d’elle-même, sera (1 +i) V2p. 

Après avoir parcouru le demi-cercle supérieur, z revenant sur 
l’axe des x avec la valeur 1 + 0, V1 — z prendra la valeur —iVo, 


2 


et par suite le radical V1— z? aura une valeur imaginaire négative, 


: : a dz sv 
de la forme — 1h?. Donc l'élément —— de l'intégrale sera de la 
lez 


forme + 1k?, et par suite la partie de l'intégrale prise de 1+p 


à [£ 4 Q ‘79 
à +oæ, Co de la forme + 1A?. 
RANIT 2 


Décrivons maintenant, du centre O et d’un rayon infiniment 
grand 7, un quart de cercle entre les axes Ox et Oy, et intégrons 
le long de ce quart de cercle. Si l’on pose z — r'e’?, l'intégrale de- 
vient, en remarquant que le radical /1— z? doit être, pour p = 0, 
de la forme — 1h?, ainsi que le quotient de sa division par retr, 


w [3 
CRE) 
w | A 


r d.e'P L d Ip dp 


Re — |) 
Vi rer 1° e2tP Eat o Vr er RD o VI no 


Ë = Te 
dont la limiterest —- = DOUTE 
2 


La variable z arrivera sur l’axe Oy avec la valeur + ir, et l’in- 
tégrale prise le long de l’axe des y, 


jpes —_ “if un 


sera une imaginaire pure, de la forme + i}?. Sa valeur numérique, 


J dy : < 
étant plus orande que celle de = — log y, sera infinie pour 
5 ñ 59") P 


JE==NOD": 


En écrivant maintenant que l'intégrale prise le long du contour 


total est nulle, on aura, pour p infiniment petit et r infiniment 
grand, 


, ere dz | 2 d'z s 0 dv T 
panel A tt RE Te 
O V1 = je 1 + P Vi — 72 r VI + y? 9: 
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En égalant séparément à zéro la partie réelle, on a 


Ï dz T 
/ 0 Vi— 7 2 


La seconde intégrale étant de la forme + 14?, la dernière doit être 


de Î: 


0 

2 MAR ee 

et, comme [ a eo TUE 
MU AUS ES 


le radical /1 + 7? soit pris avec le signe +, ce qui résulterait 
d’ailleurs de ce qu’il doit revenir en O avec sa détermination 


initiale. 
Ainsi aux valeurs réelles de z depuis ZÉTO jusqu'à —- 1 Corres- 


, Q , . < TT 
pondent des valeurs réelles de « depuis zéro jusqu’à es Lorsque Z 
2 
5 : TT . \ 
varie de +1 à + oo, u prend des valeurs complexes de - +10 à 
2 
T , : RE À F x 
a 100. Pour z purement imaginaire, de zéro à + 180 » U passera 
par toutes les valeurs purement imaginaires, de zéro à +1. 
Si l’on change z en — z, l'intégrale u ne fera que changer de 
signe. Donc, si l’on fait parcourir à z des chemins symétriques des 


précédents par rapport à l’origine, w prendra des valeurs égales, 
au signe près, aux valeurs précédentes. Ainsi, z variant de zéro 


à —1, uw variera de zéro à —T; z variant de — 1 à — © , après 


A DCE À : T 
avoir évité le point — ren passant au-dessous, u variera de — - 
2 


a 
a 


T 0 û , A . ® , A . 
— — © ; z variant de zéro à — 1 æ , u variera de zéro à — 100. 
2. 


1277. Supposons actuellement que z parcoure un chemin rec- 
uligne z =ret?. Pour avoir l’inclinaison de la tangente à la courbe x 
au point correspondant à z, remarquons que l’argument du radi- 


cal Vr— 7? est la demi-somme des nent des facteurs 1 + z, 
1— z de la quantité sous le radical, c’est-à-dire l’inclinaison de la 
bissectrice de l’angle POP { fig. 100), OP et OP’ représentant les 
facteurs en question. Cet argument sera nul pour r — 0; il devien- 
dra ensuite négatif si p est aigu, positif si p est obtus. Pour r 
infini, la bissectrice de P’O P se confondra avec une perpendicu- 


s : ; ARE: T 
laire à la droite Oz, et aura ainsi pour argument p — -:« Donc 
2 
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la différence entre p et l’argument du radical, c’est-à-dire l’argu- 


Îz : £ : " T T 
ment de ——;, variera depuis p jusqu'à p—[p— -)=-; donc 
2 


V1 — 2? 2 


la tangente à la courbe x coïncidera d’abord avec le chemin recti- 


Fig. 100. 


ligne Oz, puis elle s’écartera de Oz, et, à l'infini, elle deviendra 
parallèle à O y. 

On voit ensuite, comme au n° 1273, que, si l’on fait croître 
l'angle p infiniment peu, la distance des deux courbes w corres- 
pondantes aux angles p et p + dp sera infiniment petite, mais dif- 
férente de zéro pour z fini, de sorte que les courbes u ne se ren- 
contrent pas et se succèdent d’une manière continue. 

Donc, si l’on considère tous les chemins rectulignes compris 

) O 
entre les directions O x et Oy, on voit que les diverses courbes u 
correspondantes varieront par degrés continus, et toujours dans 
le même sens, depuis la courbe u correspondante à Ox (}), la- 


p: La \ Tr 
quelle se compose d’un segment de l’axe réel égal à —; et de toute 
2} 


la perpendiculaire à l'extrémité de ce segment, jusqu’à la courbe w 
correspondante à O7, laquelle est l’axe imaginaire lui-même. 
Donc toutes les courbes u remplissent complètement et une seule 


. : T k : ; 
fois la bande verticale de largeur — comprise à droite de Oy dans 
2 


le premier quadrant. 
La symétrie nous montre que la même chose se passe dans le 


(*) En supposant qu’on ait évité le point +1 par un demi-cercle supérieur. 


, 
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troisième quadrant, si l’on a évité le point — 1 au moyen d’un 
demi-cercle inférieur, de sorte que les courbes x correspondantes 
aux chemins rectilignes compris dans ce quadrant remplissent 


À : TES NE 
entièrement et une seule fois la bande de largeur — située dans ce 
c} 


même quadrant. 
x Te : L 
En faisant croitre p de — à x, on verrait de même que les courbes 
2) 


correspondantes aux chemins rectilignes compris dans le deuxième 
et le quatrième quadrant remplissent, sans superposition, les por- 


. . : T gt: 
ons de la bande verticale comprise entre x—=— — et x = + - 
à 


2, 


qui se trouvent dans ces quadrants respectifs. 
Donc z est une fonction synectique de u dans toute l’étendue 
de la bande verticale en question. 


1279. Si l’on avait commencé par décrire l’un ou l’autre des 
contours élémentaires (+1), (— 1), on aurait obtenu, en parcou- 
rant les divers chemins rectilignes, les valeurs précédentes de w 
changées de signe et augmentées toutes de Æ 7. Dès lors, les 
valeurs réelles de l’intégrale s'étendront de — r à +T(!). Donc, 
dans la bande verticale de largeur 27, dont l’origine occupe Île 
milieu, on aura, pour la même valeur de z, deux valeurs de l’in- 
tégrale, de la forme u et ET —u. 

En parcourant maintenant l’ensemble des deux contours élé- 
mentaires un nombre quelconque de fois, on formera, comme 
nous l’avons vu, un nombre illimité de systèmes identiques de 
valeurs de u, correspondants à un même système de valeurs de z, 
et situés dans les bandes successives de largeur 27, prises de part 
et d'autre de la première. 


(*) En effet, les parties réelles des valeurs de x obtenues dans le numéro précédent 


T T ; ; à si 
varient entre — — et + —- Les parties réelles de + 7 — x varieront donc entre + — 
2 2 
T TT 3 T . 
et + =» celles de — 7 —.« entre —— et — —. On voit donc que la bande de largeur 
2 > 2 


27, s'étendant symétriquement de part et d'autre de Oy, contiendra toujours l’une 
des deux valeurs — 7 — u et +7—u, et une seule, puisque tout nombre compris 

, Pr Te 37 T 
entre + + et — x est contenu dans l’un des trois intervalles de + — à + — ;, de — F 
2 2 


9 
; T DT: T ; 
à + — et de — — à — -; et y est contenu une seule fois. 
2 2 2 
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1280. De ce que nous avons établi dans le paragraphe précé- 

dent il résulte que la variable z, considérée comme une fonction 

de l'intégrale u, est uniforme et continue dans toute l'étendue du 

plan, et qu’en outre elle est périodique, sa valeur ne changeant pas 

lorsqu'on remplace w soit par 227 + u, soit par (22 +1)T—u, 
de sorte que, si l’on désigne celte fonction par sinu, on aura 


sinu — sin(272r +u)—=sin((22+1)r —u]. 


On a, de plus 


sin (— u) ——sinw, 
d’où l’on conclut la relation 
sin[(22 +i)r +u]=sin(22r —u)——sinu. 
Donc, en général, on a 


sin{zr+u)—{(—1)"sinu. 


1981. Il est utile d'introduire aussi comme fonction analytique 
le radical 1 — 3? = ÿi—sin?u, que l’on désigne par la notation 
cosu. La valeur numérique de ce radical se tire immédiatement de 
celle de sinu; mais son signe ne peut être fixé d’après la valeur 
de u qu’au moyen d’une discussion spéciale. 

Considérons d’abord les valeurs de w pour lesquelles on à 

SDL te 1e 
À dz 


L'intégrale a, 
0 VI — 7 


Te ’ 
ayant pour valeur —9 On aura par conséquent 
2, 


TT TRI TC À , : 
nr et, en vertu de la périodicité de la fonction sinu, on 


L] 9 L2 n 
aura, quel que soit l’entier 7, 
. ù Te 
sin Vus + (— 1} 1È Le 


T ; ———— 3 ; 
Pour la valeur - de uw, le radical + V 1— z? — cosu s’évanouit. 
2 
Si on le suppose partant de u = o avec la valeur + 1, quel devra 


: : Une ; ; ; F 9 
être son signe dans le voisinage du point de ramification — ? 
9} 
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: T : , à: T 
Donnons à uw une valeur - + €, infiniment voisine de -; nous 
2 


_ 


aurons, par les formules précédentes, 


: T : Te . T 
sin ( 5 ) ==, Qu Ë — (£ —— | Sin (I — ) ë 
9) Éd > D 


. . T . . . 
Donc la fonction sin { -+ 2) est une fonction paire de €, et, si on 
= 


PA] 


la développe en série suivant les puissances de €, le développement 
ne pourra contenir que des puissances paires, et sera de la forme 


. T 9 L 
SIN el Te vs CPE ERP 
2 


On tire de là : 


cos(E+e) = ira eV aa de. 
Lo 


/ 
. T 
Pour une valeur suffisamment petite du module de &, cos e + ) 
2 


est donc sensiblement proportionnel à la première puissance de e, et 


L nr ; : : 
par conséquent le point — n’est pas un point de ramification de 
2 


2 
cette fonction, non plus que les autres points 27 + (—1)*- pour 
2 


lesquels siInu —= +1. 
Il en serait de même des points pour lesquels sinu = — 1, c’est- 
+: < T 
à-dire des points 27 — (— 1)? —. 
2 
La fonction sinu devient infinie pour u égal aux valeurs de l’in- 


© 
tégrale [ __— et il résulte de ce que nous avons vu que ces 
O0 I Z 
valeurs se composent d'une partie réelle arbitraire, jointe à une 
partie imaginaire infinie. Donc sinu ne devient infini pour aucune 
valeur finie de «u. 
Danc nous avons démontré que la valeur de cosu est uniforme 


pour toute valeur de u. 


1281. Pour étudier maintenant la périodicité de la fonction 
cosu, considérons l'équation transcendante 


COSU —= COS. 
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En remplaçant le cosinus par sa valeur + Vi — sin?u, cette équa- 
tion entraîne une des deux suivantes: 


Vi siNnu — + Sinus, Sin — --sinws. 


La première de ces équations donne 


u—=nr+(—1)tu,. 


Si l’on désigne maintenant par C le chemin quelconque que l’on 
a décrit pour obtenir l’intégrale &,, 1l résulte de ce que nous avons 
dit au n° 1255 que l’on obtiendra la valeur de w en faisant pré- 
céder le chemin C du parcours alternatif des deux contours (+ 1), 
— 1), en commençant par le premier ou le second suivant que # 


i° 


est pair ou impair, et faisant un nombre total de tours égal à 7. 
Or, à chaque parcours d’un contour élémentaire, le radical 
change de signe. S'il est donc parti avec le signe +71, 1l aura, 
après les n parcours, le signe de (— r}*. Donc il partira, pour dé- 
crire le chemin C, avec la valeur (— 1)”. Il arrivera donc au point 
correspondant à &#, avec la valeur (— 1}* cosus. Donc 


cos[ nr +(—i)tu;]—=(—1)"cosu,, 


et, pour que-cette valeur soit égale à -+ cosus, 1l faut que x soit 
pair, ce qui donne une première solution exprimée par la formule 


(2} COS(2727 + Up) — COSU. 
La seconde équation (1) donne 
u—nr—{(—1)"uw, 
et l’on en tirera comme ci-dessus 


COS(2727 — u5) —= COS(— wo). 


Or cosu — VI — sin?u = V1 — sin?(—u) est une fonction paire 
de u, et l’on a 
COS(— ü5) — COSU. 


Donc on aura encore 


COS(2727 — up) — COS Ho. 


Par conséquent, toutes les valeurs de pour lesquelles le cosinus 
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sera égal à cosu, seront données par la formule 


COS(27n EU COS; 


1282. Ajoutons encore quelques détails sur la marche de la 
fonction cosu. 
Tandis que z décrit l’axe des x positifs, de o à + , en passant 


au-dessus du point +1, nous avons vu que, de o à +1, ÿi—2? 


e \ ° A Tr A 
varie de + 1 à o, tandis que u croît de o à -: d’où 
; | 5 


T 
COSO —1I, COSE=10: 
2, 


À partir de z —1, le radical /1—z? prend des valeurs imagi- 
naires de la forme —:9?, correspondantes à des valeurs de w de la 


. Te 7 Fi : é 
forme — + 12°. Donc la valeur de cos ( à he) est dela forme — tués 
2 2 


Pour z infini réel, V1i— 2° a pour valeur — ic , d’où 


{x \ 
COSIEEEN DONS 
2) 
Si z s'éloigne à l'infini, suivant une direction d’'argument p, le 
o 2 P; 
sinus étant égal à oœe'?, le cosinus aura, comme le sinus, une va- 
leur complexe infinie, dont la valeur approchée est — ic etr, 


A ” T e 
correspondante à l'arc - — p +1. 
HAT 
Te Ê . 
Pour p = -; la valeur de cosu devient + pour u= +1. 
2, 


Deu—oàu—+iæ, cosu a des valeurs réelles croissant 
de +1 à +. 

Nous avons discuté la courbe décrite par u lorsque z parcourt 
un chemin rectiligne partant de l’origine. Il est aisé d'obtenir la 


courbe correspondante décrite par le cosinus V1 —72.0hlleta pour 


équation 


tr E + in —Vr —— re dr 


ou, en éliminant 7, 


E?— 2Ë6n cot2p — r°—1, 
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équation d’une hyperbole dont les asymptotes font avec O x les 
ol 7 
angles p et p — ne 
Le carré du module de cosu — Vi—rteir est 


p—=1— 9217? CoS2p + r*, 


dont la valeur atteint un minimum pour 7?= cos2p, et l’on a 
alors p = sin2p. 
Si l’on désigne par 5 l’argument de /1— z:, on trouve 


_. 
Sin tang 2p 
nu Pr RER = ——— . 
= /ACOS 21 1 
D  — 
7” COS2p 


Pounrr= O0, COSU —I, Lang 25 — 0, & — 0. Pour 7 croissant à 
: 2 e , fn . 27 Te 
partr de zéro, tang2w devient négatif, si p est +» pour rede- 
"À 


venir positif après avoir passé par æ , et le rayon pe'® va en s’écar- 
tant de la droite re?, jusqu’à ce que, pour r = * , il lui devienne 
perpendiculaire. 

Nous engageons le lecteur à construire et à comparer, pour un 
chemin rectiligne donné de z = sinu, les courbes décrites par les 
fonctions « et cosu. 


1283. Nous avons vu [ 827, III] que, étant donnés deux argu- 
ments &, u, dont la somme est constante, leurs sinus z, z, satisfont 
à la relation 

ANT EN 2 Const, 


et la constante n’est autre chose que ce que devient le sinus de 
l’un des arguments, quand l’autre argument s’annule, les radicaux 
devant se réduire chacun à +1 pour z ou z, nul. On peut écrire 
cette relation sous la forme 


Sin & COS, + SIN 4, COSu — Sin(u + u,). 


. . To" . . 
S1 l’on y fait u, ——-;il vient sinu, —=—71 et 
2 


. T : Te 
COS UE SNS EN SIMS TA IE 
2 2 
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d’où 
: T 
COS = SIN | — — ZL 4 
D} 
On tire de là et des formules précédentes toutes les relations 


qui lient entre elles les fonctions sinus et cosinus. 


1284. IV. Traitons, pour dernier exemple, l’inversion de l’inté- 
grale elliptique 


jL dz jf dz 
Ur = = RENE 
0 Vli—z)(i— KZ) 0 R(z) 


Nous avons vu que toutes les valeurs possibles de cette inté- 


orale, correspondantes aux valeurs de la limite supérieure 2, 
s’obtiennent en faisant précéder l'intégration rectiligne correspon- 
dante à cette limite d’une ou de plusieurs intégrations effectuées 


7. 1 
le long des quatre contours élémentaires (+1), les 1) etiQue 


toutes ces valeurs sont distribuées d’une manière identique dans 
chacun des rectangles de dimensions 4K et 2K', dans lesquels on 
peut partager le plan des u. 

Il résulte de là que z, considéré comme fonction de u, est une 
fonction doublement périodique, ayant pour périodes 4K et 2:K°. 

Il nous reste à établir que cette fonction est uniforme et con- 
tinue, et pour cela il nous suffira de considérer les valeurs rec- 
ulignes de l'intégrale u, et de montrer qu’elles remplissent 
complètement et une seule fois l’étendue de l’un de ces rec- 
tangles, celui qui a pour centre l’origine des coordonnées. 

Faisons d’abord parcourir à z les axes coordonnés. L’axe des x 


rr ] à ï I 
positifs contient les deux points de ramification + 1 et + Fe En 


évitant le point +r au moyen d’un demi-cercle supérieur, on 


: fie Ait 0 , 
aura d’abord, comme au n° 1276, l'intégrale | R(z) qui à 
Z 
0 


pour limite K [ 1262}, puis l'intégrale semi-circulaire 


D 


2 
22 


€ 


ip 


dp 
= ) 
x VZ 


qui s’'évanouit avec p, et dont la valeur approchée à une fraction 


OI 


— p” 
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près infiniment petite d'elle-même sera 


DNS PRET 
0 =ip I Ü — 
CODE 7 V2p. 
ur 
Dans le parcours du demi-cercle supérieur, z = 1 + pet? variant 
de 1—p à 1+p, 1—2z variera depuis —pe= +9 à —p, et 


1er: il 
=. 


” 


Vi— z depuis Hip°e* jusqu'à Hip?, et, comme la première de 


ces valeurs doit se réduire à + po, on doit prendre pour les deux le 
signe inférieur, de telle sorte que ÿ1— 7 variera de + VP à 240. 


: I . NC — ‘ 
Donc, entre les points +1 et + 7° le radical V1 — z et par suite 
aussi le radical R(z) devront prendre des valeurs de la forme 
— ih?. L'élément de l'intégrale sera donc, dans cet intervalle, de 
la forme + iL?, et il en sera de même, par conséquent, de l’inté- 
grale 


14 RC R 
— — L . 
o R(z) 


TR re 
De z— -à z— + l'intégrale s'accroît de la valeur 


EN 


de sorte que, lorsque z parcourt l’axe des x, en évitant les deux 
points critiques -+ 1 et + + suivant des demi-cercles supérieurs, 


u variera de o à k par des accroissements réels positifs, puis de K 


HE ROTE. LIVRE VI. — CHAP. III, $ 1v. 


à K+ikK/ par des accroissements de la forme + 1h?, et enfin 
de K+iK' à + :iK' par des accroissements réels négatifs. 

De z—0oùz—+ic, sur l'axe des y, u variera d’une manière 
continue depuis o à + 1 K’. 

Si l’on évite les points critiques sur l’axe des x négatfs suivant 
des demi-cercles inférieurs, on verra de même que uw variera 
1°deoùà—K, 2° de —K à—K—:K!,3° de— K —:K'à— :K°. 

Sur l’axe des y négatifs, u variera de o à — 1. 

Ainsi, si l'on construit un rectangle de centre o et compris entre 
les droites x —"#ÆK y Konoit que, tandis quehzanes 
courra l’axe des x positifs, u parcourra la portion de contour 
OABCO (fig. 101). Si z parcourt l’axe des x négatifs, u par- 
courra OA'B'C'O (1); z parcourant les axes des 7° positifs et néga- 
ufs, u parcourra les droites OC et OC. 


Fig. 107- 


“K-EK = ik K-iK 


1987. Supposons maintenant que z décrive un chemin recti- 


ligne reër. L'argument de la différentielle sera égal à l’argu- 


d'z 
R(z) 
ment p de dz, moins l'argument de R{z), lequelestla demi-somme 
des arguments des facteurs 


1+2, 1— 2, 1+ #2, 1— Àz 


de la quantité sous le radical. On verrait (fig. 102), comme 
au n° 1277, que, pour variant de o à © , les arguments des fac- 


(*) Si z eùt évité les points Er par des demi-cercles tournés en sens contraire 


des précédents, aurait parcouru les deux autres portions du contour OAB,C'O, 
OA’B CO. 
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teurs 1 + 3, 1 + À z varient de o à p; ceux de 1 — z, 1—kz, de o 
à p— 7. Donc leur demi-somme varie de o à 2p — 7, d’où il s’en- 


suit que l'argument de la différentielle varie de p—0=p à 
p—(2p—T)=Tr—p. 
e‘Pdr 


U 
, x se , + PES « 5° , # = 
D'autre part, l'intégrale ji Rire) étant égale à l’intégrale 
(0) 


HE Le Re : 
» plus à l'intégrale prise le long de l’arc de cercle de 
/0 R(x) à d 


rayon 7 compris entre O x et la droite r'et?, et cette dernière inté- 
grale étant nulle pour 7 = & , on aura, quel que soit p, compris 
éntTréO etT, 


Donc, toutes les courbes u correspondantes aux diverses valeurs 
de p passeront par le point C de la fig. 100, et leurs tangentes 
en O et en C formeront avec OC un triangle isoscèle. 
L’argument de la tangente pour 7, variant de o à ©, varie dep 
à 7— p, d’une manière continue et toujours dans le même sens. 
De plus, on verrait, comme aux n% 1272 et 1277, que deux 
courbes w consécutives sont infiniment voisines dans toute leur 
étendue et n’ont d’autres points communs que leurs extrémités. 


| : : NT ; 
Donc, si l’on fait varier p de o à -; la courbe uw variera d’une 
2 


manière continue depuis la forme du contour OABC (fig. 101) 
jusqu’à celle de la droite OC. Donc les courbes &w remplissent com- 
plétement et une seule fois l’arc du rectangle OABC. 
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On verrait de la même manière, à cause de la symétrie, que, 
pour les valeurs de p prises dans les autres quadrants, les courbes w 
remplissent pareillement les trois autres parties du rectangle 
B, BB, B’. Donc chaque point « de l’intérieur de ce rectangle cor- 
respond à une valeur déterminée de z et à une seule. Donc z est 
déterminé uniformément par un point quelconque de l'aire du 
rectangle, c’est-à-dire que z est, dans l’intérieur de cette aire, une 
fonction monogène, uniforme et continue de la variable u. 


1288. Si, avant de décrire le chemin rectiligne correspondant à 
la valeur w de l'intégrale, on avait commencé par décrire le con- 
tour élémentaire (— 1), l'intégrale u serait devenue 2K — u. Donc 
la même valeur de z qui correspond à w correspond aussi au 
point (2K —«u). L'un de ces deux points, et un seul, est contenu 
dans le rectangle de largeur 4K et de hauteur 21K’, dont le point K 
occupe le centre, et il est facile de voir que ces points remplissent 
toute la différence entre l’aire de ce rectangle et celle du rectangle 
de largeur 2K qui contient tous les points w correspondants aux 
premières intégrales reculignes. 

Donc la fonction z — Ÿ{u) prend toutes les valeurs possibles en 
deux points, et en deux seulement, situés dans l’intérieur du rec- 
tanglé Compris entre lésEdroites At ACER RP NES CPE 
posés symétriquement par rapport au point (x=+K,y=o). 

S1 l’on divise entièrement le plan en rectangles égaux à celui 
que nous venons de considérer, les mêmes valeurs de z se repro- 
duiront deux fois dans chaque rectangle, et elles seront disposées 
sur des parallèles à l’axe des x, à la distance 4K les unes des 
autres, et en même temps sur des parallèles à l’axe des y, à la dis- 


tance 2 K’. 


1289. Si dans l'intégrale 


4 «dz 


VERTE 


U == 


on pose z — sin, l’intécrale prendra la forme 
P ) 5 P 


= do 
He . 
(— PNR sin? 


FONCTION Sn. : 14) 


Cet angle 4, considéré comme fonction de l'intégrale u, est dit l’am- 
plitude de l'argument u, et on le désigne par 


D — arcSins —amu. 


La variable z, d'après cette notation, sera le sinus de l’ampli- 
tude de u, et pourra être représentée par la notation 


Zz —Ssinam 4. 


Pour abréger l'écriture, nous adopterons la notation plus com- 
mode de Gudermann, et nous écrirons simplement 


Zz — Sn K. 


Cela posé, les relations précédentes nous montrent que l’on a, 
quels que soient les entiers m2, n, 


snu —sn[2mnK + 27xkR'+{— 1)", 
et, si mest pair, en écrivant 277 au lieu de m, 
snu—sn({mkK +onikK'+u) 


d’où l’on voit que la fonction snu est doublement périodique, les 
périodes étant 4K et 2:K’. 


Fig. 103. 


3K+i:K 


En particulier, on a 
sn(— u) ——sn«. 
Pour onto 
sno —sn{2/:kK + 2xiK')—o, 
Shen M me IR 0 né RS Et 
H. — Cours de Calc. infinit., IV. 1O 
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&co 
En remarquant que — iK’, on en conclut 
das A REUte) 


sn(+iK')—sn{2#kK + {22 +1):K']—=+ix. 


1 


k 

dz , , 3 °T 

Enfin, 1l R(:) étant égal à K + :K’, on aura 
0 # 


É A 1 
sin Ki Er RE 7 

Les signes + et — que contient chacun des rectangles de la 
fig. 103 indiquent de laquelle des quatre formes + g? +1}? est 
la valeur correspondante de snu. Il en est de même pour les fig. 104 
et 105, relatives aux autres fonctions elliptiques. 


290. De même que, en étudiant l’inversion de l'intégrale 


FA 

dz nee HAE LA 

il ——— ; nous avons considéré, outre la limite supérieure z, le 
0 Vi ro 

radical Vi — z? comme une fonction de l'intégrale, nous considé- 

rerons aussi comme des fonctions inverses de l’intégrale elliptique 


€ dz ; 
—— © les deux facteurs du radical /1—z? et 
o Vi—z Vi 


Vi—Æ222, 


La première de ces fonctions, 


V1 7 — Vi — sin?s — cosy — cosamw, 
est analogue à un cosinus; nous la représenterons, pour abréger, 
par 
V1 — sn? u == CN. 
La seconde fonction, que l’on représente par 


RS LES REA FLO 
Ve Re ÉSSio "A5, 


n’a pas d’analogue parmi les fonctions circulaires. Si l’on suppo- 
sait À — 0, auquel cas u se réduirait à ®, et par suite amu à u, 
snu à sinu, cnu à cosu, la fonction A? — Aamu se réduirait à 
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NJ 


l'unité. Nous la désignerons par 


Les valeurs de la fonction uniforme snu étant connues, on con- 
naitra par là même les valeurs numériques des fonctions cnu, dnu ; 
mais 1l reste à voir comment varieront leurs signes. 


1291. Considérons d’abord la fonction enu — ÿ1— sn?u. Bien 
qu'elle soit donnée par un radical susceptible d’une double déter- 
mination, nous allons montrer, comme nous l’avons fait pour la 
fonction cosu, que les points pour lesquels elle s’annule ou devient 
infinie ne sont pas des points de ramification, et que, pour toute 
valeur de u, enu a un signe complétement déterminé. 

La fonction cnu s’annule pour les valeurs de # correspondantes 
à sou 1, c'est-à-dire que l’on à 


en[(4m=Ei)K +ozikK']—o. 
Examinons d’abord le cas du signe supérieur, qui répond à 


SOU ==, 


et cherchons la valeur de cnu pour u voisin de K et égal à K +. 
En vertu de la formule 


sn(2K—u)—snu, 
on aura 
sn(K+e)—sn(kK —:). 
Donc sn(K + e) est une fonction paire de €, et son développement 
suivant les puissances de £ ne pourra contenir que des puissances 
paires et sera de la forme 


Go 


sn (K +es)=i+as + ee PE AE 
On en tre 


en(K He) Vi (utice het + rar 


Î 5 D 
—EV—ou+ae + be +... 


Pour € infiniment petit, cen(K + €) est sensiblement proportionnel 
à cette variable complexe €, et par suite, le radical, qui est fini, ne 
pouvant changer de signe, pour une variation infiniment petite 
de e, le point u = K n'est pas un point de ramification de la fonc- 


10. 
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tion cnu. Il en sera de même pour la valeur K augmentée de 
4mK + oniK', c'est-à-dire pour tous les points correspondants 


Asnu —= +I. 
Si l’on considère maintenant un quelconque des points pour 


lesquels snu — —1, comme on a toujours 
sn(— u)— — snw, 
la fonction — sn u prendra dans le voisinage de ce point les mêmes 


valeurs que + snu dans le cas précédent, et l’on verra de la même 
manière que ce point n’est pas non plus un point de ramification 


de cnu. 
Passons maintenant aux points 2»mK+{(2n<+1):K, qui 
donnent snu =  .,S1 dans l'intégrale [1264] 


1z Lz 12 
LS = fe . lie £ 1) du 


I 
on pose z = 5» celle intégrale se change en 


3, da! 
[ —— = u — iK'. 
, KG 


Donc 
I 
NUE TRE . 
| ksn u 
Par conséquent, en faisant u = —€e,ona 
sn(:K'—+e 
( Je k Éd 
d'où 
Î— 1 + sn?e 
DliRe eee 
ksne 


Il s'ensuit de là que, pour € assez petit, cen(iK'+e) est sensible- 
L « I . EN 4 - LA 
ment proportionnel à —,; et, partant, : K’etles autres infinis de sn u 
sn € 


ne sont pas des points de ramification de enu. 
Donc enu est, comme snu, une fonction toujours uniforme de u. 
De plus, lorsque z then deux chemins symétriques par rap- 


port à l’origine O, W/1- -z* partant avec la même valeur dans les 
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deux cas, les deux chemins entoureront autant de fois l’un que: 
l’autre les points de ramification de ce radical. Donc à deux valeurs 
égales et de signes contraires de z — snu et aussi de w correspon- 


dront deux valeurs égales et de même signe de V1 — 7? = cnu. 
Donc la fonction cnu est une fonction paire de u. 


1292. Pour déterminer la périodicité de cnu, nous remarquerons, 
comme au n° 1281, que les racines de l'équation 


(nu = cn, 


doivent être comprises parmi les racines des deux équations 


SOUS UGS 2STU——AISN A, 


qui sont vérifiées par les valeurs 


u—2mkK+oniK'+l—i)"u,,. 


Soit Cle chemin quelconque décrit par z pour obtenir la valeur #5 


Q 


Zz 
Ar dz à : k 
de l'intégrale f ce On obtiendra u [1289] en faisant parcourir 
O0 


à z, avant le chemin C, 7 fois alternativement les contours élé- 


: AUS I ; . 1 
mentaires (+ D, (— ;)? puis m—n fois alternativement les 
Cp t 


contours (+1), (— 1). Orle radical Vi — 2? n’a pas d’autres points 
de ramification que + 1 et — 1; 1l changera donc de signe seule- 
ment m—n fois dans le parcours des contours élémentaires, de 


sorte que l’on aura 


en[2mkK+onikK'Æ{—i)u]={—1)"-2en{+ a —(—1)"-"cnu, 


formule que l’on peut écrire plus simplement 


cn(2mK—+onikK' Eu)—{(—:1)"+"cnu. 


En remplaçant tour à tour m par 2m et par 2m -+-1,0n en tirera 


en(4mkK +onikK'Æu)—{(—1)"cnu, 
en[(4m+2)kK+aonikK'Æu}—={(—1)"#cnu, 
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En particulier, on trouve 


cenu —cn({K +u) 
Nr +2iK'+u) 
— — cn(2K + u) 


— — cn(2iK'+ u). 
La fonction en u a donc pour périodes 4K et 2K + 21K’. 


1293. Examinons la marche de la fonction enu pour les diverses 
valeurs de u. 

Lorsque z parcourt l’axe des x positifs (au-dessus des points de 
ramification) et que uw parcourt le chemin correspondant OABC 


{ fig. 104), le radical /1— 7°? est d’abord réel et positif, de z—0 
Fig. 104. 
| ; 
cher LR K+iK' 


-K-cK - iK' K-iK 


àz=+ioudeu—oàu—K; puis il prend une valeur iMALI- 


naire négative, de la forme — :%?, lorsque z varie de +1 à + * 


1e RP : AA me 
et de +rè+o, c'est-à-dire lorsque u varie de K à K +:kK'et 
t 
de K —"7KR "à t7K2" Pour passer de z=+o à z=+ic,il 
iT 


3) 


faut mulüplier z par e? = à, et, par suite, 


devient + =\/ 1——; valeur réelle et positive pour z imaginaire 
FA - 
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pure. On a donc les valeurs 
CLOUS 


CH = 0, 


ik' 
cn(K + iK')— SCA 


CniRK— + ©. 


Si l’on avait décrit l’axe des x positifs en passant au-dessous 
; : 1 
du point +1, uw aurait pris, pour z — 7? la valeur K—:K, 
Vi— 7? étant de La forme + ik?. Donc 
ik! 
cn(K—:K'}—+ —. 
f# 

i z décrit l’axe imaginaire positif, de zéro à +1 , u croît de 
zéro à +:K’, et Vi — :° depuis 1 jusqu'à + , en restant toujours 
réel. 

S1 l’on fait prendre maintenant à u des valeurs égales et de signe 
contraire aux précédentes, la fonction en u reprendra les mêmes 
valeurs que ci-dessus, puisque en(—u) = cenu. 

Lorsque z décrit un chemin rectiligne ret?, on verrait, comme 


au n° 19289 Mque V7: 2 décrit une hyperbole équilatère repré- 


sin 2. P 


> qui ne dépend que de la 


sentée par l'équation bi 


Sin2 | p — G) 


cotangente de l’angle 2p, et qui correspond, par conséquent, aux 


Te Te 
valeurs p et p +-de l'angle p; son module minimum a pour 


valeur sin2p. Pour r = 0, l'argument de la valeur de cnu est nul; 
Nr En de l’origine dans un sens ou dans l’autre, l'argument 


de ÿ1— 272 tend vers celui de l’une ou de l’autre des asymptotes 
de l STE en vertu de la relation 


tang 2p 


1 


tang 2x a 
1 — ——— 
| COS2 p 


: - ns — — pee. - 9 ÿ PE 
QUI pOur n— EE 00), donne tang 25 —tang2p, d'où 5 —p ou 


T ; —— ,, . 
P — Fe Le point Vi — 2? décrira l’une ou l’autre des branches de 
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l’hyperbole, suivant que le radical partira de zéro avec la valeur 
+ 1 ou avec la valeur — 71. 
La figure ci-jointe (fig. 105) indique la distribution, dans chaque 


rectangle de dimensions 4K et 4K’, des diverses valeurs de w qui 
correspondent à une même valeur de la fonction cn. 

Si uw parcourt une des courbes renfermées dans le rectangle 
OABC ou dans le rectangle OA’ B'C{ fig. 104), on voit aisément 
que, pour p aigu, le point /1— 2? décrit la partie inférieure de la. 
branche de droite de l’hyperbole, c’est-à-dire que enu est de la 


9 


forme g?—1h?. Pour l'angle obtus P+ correspondant à la 
ED 


même hyperbole, V1 — z? décrit la partie supérieure de la même 
branche, et, par suite, enu est de la forme g? + ih?. 

De l'équation en(2K Æu)=——cnu, on conclut que, dans les 
quatre rectangles qui composent le rectangle BB, B, B”( fig. 104), 
les signes sont respectivement contraires à ceux des quatre rec- 
tangles qui composent BB B'B,. 

L'équation cn(2:K'Æ u)—=— en u montre qu'il en est de même 
pour les rectangles qui composent BB; B,B, et que les signes, 
dans le rectangle B B”B” B;, sont les mêmes que dans B B' B'B,. 

On voit que enu, comme snu, parcourt la série complète de ses 
valeurs dans l'étendue d’un rectangle de dimensions 4K et 2 K’, 
et que, dans deux de ces rectangles composant un rectangle de 
dimensions 4K et 4K’, les valeurs égales sont disposées symétri- 
quement par rapport au centre B de ce dernier rectangle. 


FONCTION tn. né 


1294. Des propriétés des fonctions snu, cnu résultent immé- 
diatement celles de leur quotient, qui forme une nouvelle fonction 
elliptique, analogue à la tangente circulaire : 


Z sn « 
SP I NN 
Vi — 7? cn u 
Les valeurs de w pour lesquelles la fonction tn u reprend la même 
valeur sont celles pour lesquelles les deux fonctions snu, enu 
reprennent des valeurs respectives soit égales et de même signe, 
soit égales et de signe contraire. 


Or on a [1289 et 1292] 


snu —sn|2mK+o2nikK'+{(—:1)" TE 


enu—{(—1)"+*cn(2mK + 2rRiK'+u), 


le signe +, dans la dernière formule, pouvant être choisi à volonté. 
En discutant les formes communes aux valeurs générales des ares 
correspondants à + snu el à +Cnu, Où à — snu et —Ccnu, on 
trouvera, pour la formule générale des arcs qui répondent à une 
même valeur de tnu, 


tnu = tn[2mkK +oniK'+(—i)'u]. 
On a, de plus, 
tn(—u) ——(n7, 
tno —tn{2mKkK + 27iK') —0, 


MK —tn[{(2m+1)K+onikK']=, 


in(+ik')— lim 


. SISRE TS TS 
. 2) . 
s=ie Vi — 7 BUS ” 


k! 


4295. Il nous reste à étudier la fonction 


Vi k2z— Aamu — dnz. 


On démontrera, absolument comme on l’a fait pour la fonction 
cnu, que dnu est une fonction uniforme de w dans toute l’étendue 
du plan. On a ensuite, à cause de la symétrie, 


dn(— u)—=+ dnu. 


Pour déterminer maintenant la périodicité de dnu, remarquons 
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que les valeurs de u qui font reprendre à dnu une même valeur 

dnu, doivent être comprises dans celles que donne la formule 
U=—2mKR-EomKRier (— 1)” “, 


et pour lesquelles sn?u = sn?u,. La première s'obtient en faisant 
précéder le chemin C, qui donne la valeur wç, du parcours alter- 


4 


nn V7 . I , Pr = 
natif des deux contours élémentaires (+ à , (—- ;) » répété 7 fois, 


plus du parcours alternatif des deux contours élémentaires (+1), 


(— 1), répété m—n fois. Donc le radical ÿ/1— A? z? aura changé 
n fois de signe, et, par suite, 1l aura été multiplié par (—:1)*; on 
aura donc 


dnf2mkK +onikK'Æ{—i}"u]=(—i1)"dn(+w)={(—:1)"dn«, 
, plus simplement, 
dn(2mk + 2niK'Æ u)—{(—1)"dnu. 
En remplaçant tour à tour 7 par 27% el par 22 +1I,on en tirera 
dn(2mKkK -- {niK'—Æu)=— dnu, 
dn{2mkK+ {472 + 92)K'Lu]—=— dnu. 


in particulier, 
dnu — dn(— «) 
— dn(2K+u) 
ee AiK' + u) 
— dn{2iK'+u). 


La fonction dnu a donc pour périodes 2K et 4:K. 
Lorsque z et u parcourent l’un l’axe des x positifs, l’autre le 


, : I 
chemin OABC 12. IOI de z— 0 à 3: —-, ou de u —=0 à 
= (Ji8 Fe Pl 


RER ne Fra 1e 
u—=K+iK", ÿ1— A2? varie de + 1 à zéro ; de z — Tiz=+, 


DOUTER AT INMRTEENSE Ie Vi—Æz z2 est de la forme —:? 
ét varie dézéro à 1, Dez— és — co. 


est multiplié par CU i, et devient +. Doncona 
dno = 1, 
du(K + iK'}—0o, 
dnzkKRes- 00. 
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mn se 


13 avait évité le point +1 en passant’au-dessous, on aurait eu, 
I 7 T7 RD TE à : Es . . \ 
pour z=mu—k— iK’, et V1 — 223? aurait pris, au delà de ce 


point, des valeurs de la forme + 12?. Dans ce cas, on aurait eu 
dn(K—iK'}—o, dn(—iK'}——. 


Lorsque z décrit l’axe des y positifs, dnu varie de +1 à +. 

Le long des axes négatifs, dnu = dn (— u) reprendra les mêmes 
valeurs que ci-dessus. 

Lorsque 3 décrit un chemin rectiligne re‘, 12 k22? décrira 


la même hyperbole équilatère que V: —— z2/etse déplacera suivant 


‘ TE ë 6 ° 
l’une ou l’autre des deux branches, suivant que ÿ1— A?2? partira 
de O avec le signe + ou avec le signe —. 


On verra, comme pour la fonction en «, que la distribution des 


Fig. 106. 


signes des valeurs de dnu dans chaque rectangle de dimensions 
! 2 . . A » 
2K et 4K' est indiquée par la fig. 100. 
Ici, dnu parcourt deux fois la série complète de ses valeurs dans 
l'intérieur d’un rectangle de dimensions 2K et 4iK”. 
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CHAPITRE IV. 


DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Sul 


RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES AUX TROIS FORMES 
NORMALES. 


1296. Disparition des puissances impaires de x sous le radical 
dans les intégrales elliptiques. — On donne le nom général d’inte- 
grales elliptiques à une classe de transcendantes provenant de 
l'intégration des différentielles de la forme 


NE a 
f étant le symbole d’une fonction rationnelle, et 
VX =VAz + Ba + Cr EDr +E 


désignant la racine carrée d’un polynôme du quatrième ou du troi- 
sième degré, dans lequel on suppose que les coefficients À et B ne 
s’annulent pas à la fois et qu'il n’existe aucun diviseur carré de la 
forme (x —a)?; autrement, le polynôme sous le radical pourrait 
s’abaisser au second ou au premier degré, ce qui ramènerait au 
cas traité dans le n° 427. 

En raisonnant comme on l’a fait dans ce numéro, on voit facile- 
ment, quel que soit d’ailleurs le degré du polynôme sous le radical, 
que le calcul de l'intégrale 


JS, VX )dr 


peut se ramener immédiatement au calcul d’intégrales de fonc- 
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üuons rationnelles et d'intégrales de l’une des quatre formes 


ar sir, dr dx 
à ER f D) Fe tite 4 =) FFT TU =} 
vx JTE arr (æ — a) VX 


les exposants m et 2 étant entiers et positifs. 


Occupons-nous, pour commencer, de la première de ces formes, 
qui est la plus simple, et cherchons à la transformer de manière à 
faire disparaître sous le radical les puissances impaires de la va- 
riable, comme nous l’avons fait au n° 428 pour le cas d’un poly- 


, 


nôme du second degré. 


1297. 7ransformation du premier ordre.— Nous nous propo- 
serons d'abord, à l’aide d’une transformation rationnelle du pre- 
mier ordre, de la forme 


PER ON 
(1) TRS Tr 
PRE 9" 
Re (air : À 
de ramener l'intégrale | —=; où X est un polynôme du qua- 
VX 


pu * 


trième degré à coefficients réels, à une intégrale de la forme 


TN EC ONNT pt) 


est la racine carrée d’un polynôme du quatrième degré ne conte- 
nant que des puissances paires de y, et cela de telle manière 
qu'aux valeurs réelles de l’une des variables x,y correspondent 
des valeurs réelles de l’autre. Nous verrons, de plus, que l’on peut 
toujours faire en sorte que A? soit une constante positive et 


moindre que l’unité. 
. . dx dy , 
Les deux différentielles —-, ———;, étant égales entre elles pour 
VX mVyY 
tout système de valeurs correspondantes de x et de 7, doivent de- 


venir infinies en même temps. Or les valeurs de x qui rendent 


TL ; ; 
x infini sont les racines 
X 


js dos A3 A4 
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. 2 ‘ . I 
de l'équation X = o, et les infinis de —= sont de même 
VY 
I RE 
— —3 — ] I — © 
k f ; k 
. Supposons que ces deux séries de valeurs se correspondent dans 
l’ordre indiqué. 
La différence x — a,, devant s’évanouir en même temps 
I 
que y + + où que 1+ Ày, aura, si la transformation est du pre- 


; : 1+AY 
mier ordre, une expression de la forme b, —— 
1==E7200 


. et de même 


pour les trois autres différences x — as, x — az, x —a;; 1—n7y 
représentant, à un facteur constant près, le dénominateur de la 
formule de transformation (1). On pourra donc poser 


S1, dans les deux formules de la première ligne, on fait d’une 


I 
7 et que, pour 


k 


T Ù 
patx=a&, y= + de l’autre x —a,, y = — 


abréger, on pose généralement 

HN 47 « 

(3) (a MT OUMAN = I; 
l’élimination des constantes b,, b, donnera les égalités 


| LT RE ART EE GR 7 RE STRE 


—— , = e; 
dis 24 1—ny dy: 2k 1—2Y 


= 


Les deux formules de la seconde ligne donneront de même 


T — A In 1+7Y T— 3 +R 1—7Y 


Qt 


2 


: Des formules (5) on tire d’abord, par addition, à cause de 


(Sens 


16) Cas ETES (lo VENT 
) ) L= —— ne « 
2 2 LE) 
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On en tire ensuite, par division, 


A3 — X 


TENTE T0 
ae MOULES 


En faisant tour à tour, dans cette dernière équation, 


1° Ed, 
pe LT — A,,, 
on aura 
ie 1— nr 1— À 
As 1+RrI+É 


Ces deux égalités donnent, par multiplication 


MATE 
FAO C7 


or: "4 
ET 0 UN 


En posant maintenant 


d3 do, 


(7) LT NE 
(8) ie Va; 
on aura 
TT) m" 
= — ) 
TT m' 
d’où 
! [/4 
M —— mn 
\ À Le, .,,9 
(9) TIRE. 


I 

j 
dre 7° 
A, I—n 1+ 
20 1+A2 1— 


et par division, 


=) Des 
— EL , 
LEE 725 Ai3 3, 


_N F 
HE Va: 
FEES vor 
n" = Vayraa, 
F— 72 n” 
a 
I + 72 7i 
Mn. 
Fe Poele ETES 
Ho 1. 
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Si l’on différentie l’une des formules (4), puis l’une des for- 


mules (5), on aura 


dx PRE ri dy 


4, 


+ 


DUT 7100 
\ À) 


d’où, en multipliant membre à membre, 


dx? 


nos 


(A ee 72) 


Âk 


72) 
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On a d’ailleurs 
X—AIrz—a\)(r- a,)(x—a){r—a,) 


En À Re Lara | 
ï 16 k2? tar à er 


_— 2 
—œAa,a 
Des deux dernières équations on tire, par division, 


(10) © = — ——;) 
en posant 


( ) Û À 4j, 23 
IT HN REG 
5) k 


ou encore, en remarquant que l'on a identiquement 


19 710 a Le 
LI \ 
d’où 
m — m° mm? Hi de 


m'+ m" ([m'+ m"}? 7 (m'+ m"}? L 


NM 
PA 


(14) m = \ 


2, 
On a enfin 
pe pre A m'm” 
ee Re NE 5 9 
(m'+ m° }? 
d’où 
h5 z' 2 Vm'm" 
1 RAT 7 
) mn Em. 


1298. Cherchons maintenant comment les formules que nous 
venons d'établir devront être modifiées suivant la nature des ra- 
Cines &y, dr, 3, à, et suivant les valeurs attribuées à la variable x, 
de telle sorte que les formules de transformation aient une forme 


dx : AREA 
réelle pour les valeurs réelles de Ne et que À? soit positif et 


moindre que l'unité. 

Si nous supposons réels tous les coefficients du polynôme X, 
il pourra, relativement aux racines de ce polynôme, se présenter 
trois Cas : 

1° Les racines seront toutes réelles. 
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2° Jeux seront réelles et les deux autres complexes. 
32 [Les quatre racines seront complexes. 


Premier cas.— Les racines étant toutes réelles, supposons que 
l'on ait 
TT PM SL 


Pour que le radical 


VX—=VA(r— a ){x —a,)(r— a,)(x — a) 


ail une valeur réelle, il faut, si À est positif, que x soit compris 
entre &, et 43, ou qu'il soit ou <a, ou > «4. 


[æ] AGO Ne Ati li: 


Dans ce cas, les formules du numéro précédent satisferont à 
toutes les conditions exigées. 


[B] A0; PEN ou Wu. 


Pour passer des formules du cas précédent à celles du cas actuel, 
on devra changer respectivement, dans les formules du n° 1296, 


PRET ONE AS 
en 
dy; As @;; ER 
el c’est à ces dernières valeurs de x que correspondront mainte- 
nant les valeurs de Y 


I 
rm À (1 a 0 LEGS 


L— d; Lie RTE Le (, TNT — Tv 

: TR ver PR Le 9 = AR Ne 
dir 2 PE ny di 2 I — 72 Y 

E — kh+nRni— kr T— 4; ARR LE y 

 —, —— 3 — — = — ee 

fra 2 Ron go 2 er LA © 


et, en remarquant que, x —a; ex — a, devant être de même 
SONG AUSIEQUONTE = YNCLEL-EE, tandis que a,, et a;, sont de 
. H. — Cours de Calc. infinit., IV. LI 
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signes contraires, il en résulte que 1+ 7 et 1— 7 doivent être 
aussi de signes contraires, on aura, au lieu des formules (6) à (9), 
Dot a} Ar — A; KE oes À 


ÉÈS  EÈRRS = 


pe 
2 2 ln 


; 2 
Me Wanas m'a; ;as, 


! 7 SIM 
= \4i 7è — Vas, ds 


Tr 71 n 1 n! 
= nn PSE =: 9 

1+/ m n HI n 

’ MEL TNS HEIN 
as ne Sn je + 

nr n— n’ 


les formules (10) à (14) restant les mêmes. 


[y] ALLO QT SH Aar 
On changera, dans les formules du n° 1297, 
UE da, UET a, 


Cri 


CISIOME AIRES as, 


auxquels correspondront les valeurs de y 


On aura alors 
4; + 4; do — A Y—RN 
CAR RC DE —— RP 


? 
7) 2 V7) 


Fa 1 
HN D MD = Te 


! % 7 
1 /— Aya; —— ni + m" 
HER —— UN ge — 
2 k 2 


y 


les formules (9), (10), (14) restant les mêmes. 


[9] A <T 0, CÉSAR M D 
On changera, dans les formules du n° 1297, 


OT US US OU; 


+ 
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en 
A), LENS Ars 9 


k 
Alors 
a, + A3 CVS Dm (4 
LE ——— © + ———— —; 
5) 2  1—n2Y 


de er: / LAS, Î 
M—=\V Ait, M VA: 


RE. D 
ñ —Varan, CORRE TETLETT 


les autres formules étant les mêmes qu’au numéro précédent. 
Ï 


1999. Deuxième cas. — Supposons maintenant que l’équa- 
tion X — o ait deux racines réelles &4,, a;, où 


CHEQUE TT 
et deux racines complexes (conjuguées 
d—=g—ih, a3—=g+t, 


R étant positif. On aura à considérer les cas suivants : 


(se) 
[0] 
Lu 


IN S TOUT 


Supposons qu'aux valeurs de x 


Ga, PET ON ASS NL 
correspondent les valeurs de Y 
ï x 
me EX | —— I Ï — © 
À CE Er 


On remplacera, dans les formules du n° 1296, 


par 


11. 
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et l’on fera 


ue à ENT COL D ES € T4, I+n 1 


, RS ne ne Ra eee ———— 3% 
UE > 1e ny y D} 1=— ny 


ZT — 4), k—ni+HAY  x—a k+ni—Rky 


cs , ME ——— 
7 2k 1—nY A 32 2h 1— ny 


a TUE FT) Ne dis 
= —————— ES a —— TZ —— C] 
À +1 A3 los \r +- 7 Apr As 


Si l'on pose maintenant 


oi — J'eit He Cm 
Uni) CU ie) Co 
/ 1/4 
= T0 
an 
nie. us das CN NT EN Ce 
= Vas 3x = 7 n"—Va;sas — 7”, 
on en tirera 
7 PL CLIN FA 1 Me D). “t y — S'al 
ee En M Cine ul Mn T7 7/0 TES 


Il vient ensuite 


PMR tm Te 
T — EE 
2 I1— 27 
dx” (1— n°)(A2— 7) dy° 
CVCE SE 4 k ny} 
x MORE RU (r—r)(k nm) (1 y?)(s— kr? 
HORS ! D] — 
ni 164? Mer. 
d’où 
dx? 4 x 42 


X Aa, (1 — p°}(1— y) 


À cause de l'identité (1 2) 


jy = M3 9 — io @y, = M? — m°?— 2iy? sin? 6, 
il vient | 
À k I 


A4;,G93 — À? sin? Ÿ 
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Donc 
dr ai I È 
VX Le ÿ— A. sin ÿ UE — j'}(1 — 7°) 


Pour ramener la différentielle du second membre à une différen- 


lielle de même forme dans laquelle la quantité analogue à 4? soit 


positive et <71, posons 
RE ni — 2, 


d'où 
dy Wz 
RE — — 
Viet) Vive eu») | 
en faisant 
pe 
Un 7 COS D: 
il — Ja 
On aura donc 
dr 1 dz 
VX  yÿ—A yli—){i1— 22) 
La transformation revient ainsi à poser 
z—siny, d'où y — — cos», 
A, +4 A, Ai UNE COS 
= © — — — = 
2) 2) 1 + COS # 
ce qui donne 
dr I do 
VX  yyV—aA Vi—z%?sin?# 


[e] A0 Trad Cou Nc. 


On remplacera, dans les formules du n° 1297, 


dis ay ET a, 
par 
GOT TPE MTS 
correspondant aux valeurs de y 
3 1 
ne a £ Q 


sl 


l, n restant les mêmes que dans le 


:eS ex I Dar 
Les expressions de m', m”, 
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cas précédent (e), on aura 


Te m' — er 
RS tan Are 
m + m bar) 
dx? Â k dy? 


En remarquant que l’on a 
A k I 
AQ@i5@23 A 4° cos? 0 
il viendra 


dr I dy 


VX ya VA.7 COS 9 Vi—y)ti— y?) 
Si l’on fait maintenant 
= er — 2, = ——© —sin?6, 


on en tirera 


La transformation revient ainsi, pour z = sin, à poser 


ay + & AU CT EEICOSE 
TR — ——  ——— ; 
D 5 1 —+- 72 COS 9 
ce qui donne 
dx I do 


VX js y VA Vi — +?sin°o 


1300. 7'roisième cas. — Les quatre racines &,, &:, 43, a; sont 
complexes, et À est nécessairement positif. Posons 


A3 — Lo — ls, A3 —= Lg: + th, 


et soit, comme au n° 1996, 


Éene Qi AU ti ones di Us me 


he ) 
te 2k 1— ny dy 24 1— ny 


DE: RU Te NT: ant AO 


; . 


TRANSFORMATION DU PREMIER ORDRE. 107 


On en déduira, comme précédemment, 


—' 5 552) = — y 
I+ A A3 Cor, 1 + 2 CRE ET 


et, en posant 


ue y'e ae = ver”, 
< ! (TT Y 14 
Qi3 y'ei A3 — Ÿ ei , 
ES V4 6 + ch 
VY7 =; Re 0, 
ES À. HORS 
il viendra 
! (74 [4 !/ 
y — 5 n—n 
= : _— HER = 7 tane 0: 
Y +7 n'+n 
On a ensuite 
A3 + do A3— A Y—Nn 
AI = » 
2 2 1— 2) 
dx? séc? 0 (4? + tang? 0) dy? 
ra das 4 À (ia) 
séc? 0 (424 tang?0) (1— y?){(1 — ke} 
AA = ce 
104 (1— 2) le 
d’où, en faisant 
RS 
et remarquant que &i1@493—= — 4hihe, 
dx 2 tdy LL: AU dz 
VX VAR Vie #7 VAR eee 
Soit maintenant 
Rs d I 
2 — UNS, dou dE : > 1+ 3 — —; 
cos? © COS? 


les formules de transformation deviendront 


tango — tano 0 
L 163 1he KART enCRE = ga — 3 tang(? —6), 


1 + tango tang 0 


dx V4 pa do ue do 
—— —= RS a  — TE ? 
VX Ah; ÿcos?o + 4? sin? Alle Vire 1— #2 gin? D 


LIVRE VI. — CHAP. IV, $ 1. 


68 
où 
ET > Vy'y" 


1301. Si maintenant X est un polynôme du troisième degré, on 


ourra le considérer comme la limite du polynôme 


X—A(a—x)(a;—x)(a;—x)(a— x) 


x 
— Aa,(a; — x)(a,; — il (a3— x) ( — =) , 


dans lequel on aura remplacé Aa, par À, puis fait tendre a, vers 
linfins. 
Premier cas. — Supposons les racines &a,, a, a, réelles et 


DENT UE, 


[a] A0, Êt L Ut; 


On prendra les formules du n° 1297, en y faisant a; — =, ce 


qui donne 
TI— A fus 1—n pee 
A = [] 


— , 
FC VE ET 7e 
Mm'=VA3, m° — Vos 
me ; ER 
Ê —\ 4 n° = \/a19) 
13 Va. 
Â RRRN enter = 
A3 + VAs 
__ M3 + @2 Ay— a; J —À 
= —— — , 
2 2 1— y 
dx 1 d I Aa _ 
RAS CR m —= — RQTEE — LVA.(m'+ Ma} 
Vx m VY 5) Â À 


[6] AO, —@...x...41. 


En faisant a, = «© dans les formules (5) du n° 1298, on a 


1— À ie 1 — 1 los A3, 
a ——— 9 === — = D . 
1+ À Ay3 A+HI Ai 413 
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d’où 
_ Vas — a 


—— 1—) 
Re 4 À 
da 1 dy I Na. 
— = — -—— HO re 
VX mm VY 2 Â 
[y] A OH lea 
On trouve 
1 — / os 1 + 7 
= « 
1+ A As 1— 7 


d’où 


[9] A0, A3 LT TT + D 


On aura alors 
I Tr / EE 
=. CR (Ve) | 
1+ À CT à 


——— 1+y 

DS Var TE 
dr ed): LR po Ex 
eu OUR. LV A (Vars a Vas): 
VX 421 VY 


Deuxième cas.— La racine a, est réelle; a; et az sont com- 


plexes 
da g—tih, 4a=g+iU. 


[e] AE Op An LE D: 


En opérant comme au n° 1299, on trouvera 


170 LINIRIEVIS A CHA NP RILNESSA TS 


d'où, en posant ai = ye7?Ÿ, a,3—7ye?, ilvient 


I 


de étang 0 
On a ensuite 


—1+Y RE Se 20 
13 M Ne 9 
Lu 


Her) 


A 2 — €; + Vaa 


== =, m—Y—Ay.sing. 
VX m VY 
En posant 


on aura 


COS 9 


LT— A+ 7 


9 
IL + COS 9 
on en lirera 


NES I 


cs do 
VX yÿ—Ay Vi—xsine 


Es AG O0, rs 
On trouvera de même 
A Hi dis 
d’où 
ER 
TL ee di = À 
4 Her 7 
dx IN ee 
— = —-—: mMm—=VATySINn 
VX m VY : ? 
ou, en posant y = — COS, x — Cosb, 
T + COSY dx I do 
LC Nr? —_—"=— =‘ 
D VAy Vi — xsin?o 


1502: Transformation du second ordre.— Dans le cas où les 


quatre racines &,, &, &3, 4; sont réelles, on peut obtenir des for- 
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j : ! 
mu:es un peu plus simples en employant la transformation du 
second ordre, qui consiste à établir une relation du premier degré 
entre x et le carré \ 


19 


î 


de la variable Ÿ qui doit remplacer æ: 
Si l’on pose y?= 5, la différentielle 


dy dy 
VY  Vi—r)fti—#») 


prend la forme 
ds ds 


VS Vu—sn—#) 


: Re , An, 
Cherchons à ramener la différentielle me à la forme 
»,4 


1 «ds 
m 6 
en établissant une relation rationnelle du premier degré entre x 
ch — sin?®. 
Supposons d’abord le polynôme X du quatrième degré. 


[1] APE O0 Me Rae 


Aux valeurs 
DR , Co ii, 


: 107 G : 
qui rendent u infini, faisons correspondre les valeurs 


I 
SG de né d « 
On pourra poser alors 
$ T — 4; I—S T — 1— A?s LE — A3 
 — ; Se ain 
b, ZI — 4, Us T— 4, ba T— 4, 
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et par suite 


ro Le À} a, LT — As UE 
2  — RE 
A2 L— (CA da] Le da, (CEST D UN 47) 


* 


La dernière de ces équations donne, en faisants =1, x = à, 


Aus Ag di, Qos 


Il — 2 — k"2 — 


d31 Ayo MAELLET 


d’où, en vertu de l'identité @;3 Go — @i1 os = Go sy, 


quantité évidemment positive et [1 si l’on suppose 
ALES Ge Us 
et par suite x ets croissant dans le même sens. On a alors 


Ag + GjoS 


a 9 ——  ———— 


jo LL —\}, di LT —«, da1 LA, 


__ Ait (tr —@)tr—a,)(x — a) 
NAS ait (x — a,) 
LERRLET X 
ra 2 A(x — a)? 
et par suite 
dx L ds 


vx a, - Aya VS 


pd : er EL 
La différentielle —— sera donc ramenée à la forme 
X 


I do 


M V1 — 4° sin? 


si l’on pose 


AE 2 ou NM—\— AG; 
Ur + 439 SIN y 


ee 
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NI] 


[IT] AFRO NAT IU;. 


Pour que la transformation soit réelle, il faut qu'aux valeurs 
de + comprises entre a; et a, correspondent des valeurs réelles 
de ©, et par suite que $ = sin?o soit compris entre © et +1. Il 
faut donc qu'à 

Lo Ulis), die 


on fasse correspondre 


On devra donc changer, dans les formules précédentes, les indices 


1, 2, 3, 4 
en 


d À; f, 2, 


ce qui donne les mêmes valeurs de Æ?, A°?, nm: que précédemment, 
avec la valeur 


Er) 


RE | 
og — (4ÆY $ Li Ar SIN © 


[IT] AONBEE Ga) on) x 48 


Il faudra changer, dans les formules [T}, les indices 


1, 2; 3, 4 
en 
4, 1, 2, 9, 
d’où 
2 Mis, Ta Moss 
is et di3da 


; in? 

a, A3 Az Air Sin” —— 

AUS ee Hi VA A3 lon. 
lj3 — di, Sin ? 


[IV] ATOS de 


On changera les indices 
2, 0.14 
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de [I] en 
GS Hi Els 


ce qui donnera pour Æ?, À°?, m les mêmes valeurs que dans | HT}, 
avec 
Re RE PT Te 0 
13 — 93 SIN° 9 


1303. Dans le cas où X est du troisième degré et égal à 
Afa;—x)(a;—x)(a;— x), 


il suffira de faire dans les formules précédentes les mêmes change- 


ments que pour passer des formules du n° 1296 à celles du n°1300, 
ce qui donnera les formules suivantes : 


[1] AE FO NT Et 42 
re do: Here 
BH ©, pr #5, DEN 
dis di3 


TI a; + 2 sin?o. 


[11] 0, Mme nr de 
Mèêmes valeurs de £?, '°?, m que pour {I}; 


ay — a Sin? 
Li =. FF or La 
1 — sin’ v 


[IV] A0, a<r<u. 
Mèêmes valeurs de Æ?, À’?, m que pour [IIT)}; 


A3 j3 — Àj 53 SIN? © 
TL = ——— . 


di3 — A3 Sin” 
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1304. Réduction de l'intégrale [ F(x, YX)dx aux trois 
formes normales. — On commencera, en opérant comme au 


n° 427, par mettre l'expression différentielle F(x, VX )dx sous 
la forme 


o,(x)etw(x) étant des fonctions rationnelles de x. Nous n'aurons 


A ® Do ra 
à nous occuper que de la partie = dx. 
vx 
Si la transformation du second ordre est applicable [ 1302}, 
elle ramènera immédiatement cette différentielle à la forme 


Me 
fins) À» 
19 


f étant le signe d’une fonction rationnelle, et As désignant le 
radical VERTE sin?o. 

La transformation du premier ordre ramènera la même expres- 
sion à la forme 


y représentant une des trois quantités sin, cos®, tango. La fonc- 
tion rationnelle (7) pourra se mettre successivement sous les 
diverses formes 


tn es 
Au) AwerA0T) Ci 


ent) En 
ue or 


X1» X2s Va, désignant des fonctions rationnelles et entières. La 
fonction se trouve ainsi décomposée en une fonction paire de yet 
une fonction impaire de la forme y5w EVE JL 


. ; : PRE d 
Cette dernière fonction, étant multipliée par " donnera une 
? 


différentielle qui s’'intégrera par arcs de cercle et par logarithmes 
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[427 et suiv.}, en posant, 


, >\ de | dz 
pour 7 —=siny, z—cosy, d'où æ|y?) = — (2) 
, , Le } A: \ / de a 
? VA'+ 2 
: A . do e dz 
Pour pE— COS?, Az silo, LOU min dE =, 
# 19 , \ A CE 
? V1 — 11e: 
4% ., Y do 1— 7° dz 
pour y —tange, 2—cos, d'où a) = ——) 
À 1 Ao 7 42 42 2 
Î Z —+ TZ 


IT désignant une fonction rationnelle. 

La fonction paire de y peut, dans les trois cas, se mettre sous la 
forme d’une fonction rationnelle de sin?®. On est donc toujours 
ramené à une différentielle de la forme 


Par la décomposition en fractions simples, cette fonction pro- 
duira des termes compris dans les quatre formes suivantes, 
A do A do A siñ°? » do A do 


n _— 


à ss 4 FÉES UE 
A [172$ p) Av A (1 mieul p)1A9 


À , n étant des constantes quelconques, et p, 4 des exposants enuers 


qne nous pourrons ramener à l'unité. 


1305. I. Considérons l'intégrale 


es do 
g EME Ts dec 
(1 + sine )7 49 


Si l’on différentie l'expression 


Sin? COS A9 
NES JR 0 Re 
(1 + 2 sin*p)7! 


en posant, pour un instant, 
1+2SiN9—=6,, q—41—7, 


la dérivée de cette expression sera 


ï 
ALES 34 eines AN LT à nn She 2 x 
= RE 9 — sin”) 479 — k?sin?o cos? »] — 277 sin? 9 cos’ 9 A gi 
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En ordonnant suivant les puissances de 
TP 


= — -- sin°y, 
a 


la quantité entre parenthèses devient, après quelques réductions 
faciles, 


L-"2e =: : do 
1 l'on Iuplie maintenant par 
Si l’on mu iplhier par = 


g+1a7 on aura, en intégrant el 


rétablissant les notations primitives, la formule de réduction 


1/7 LATE ( D NONTNS Le 
(2g — 2 UN 09 —23 —— A 
js (+ n +%) 7 Le: AL n * nr? ss 
[ia 31? 2 
+(29— 4) AD JV (29 —5)25 Vis 


Sin » COS Av 


j TENTE à 
(1+ 2sin?9)7 


Cette formule permettra d’abaisser l’indice g de V, tant que 
cet indice sera supérieur à l'unité. Alors les intégrales V,, V,_1,.…, 
V, se trouveront exprimées au moyen de fonctions rationnelles de 


sino, cosv, À, et au moyen des intégrales 


do 
NE RD ca m0 
(1 + a Sin* 9 ) A9 


. 
Vo : #s 
1? 
ve d? ei nee 
J/ A? A9 


dont la première forme une transcendante spéciale, tandis que les 
deux autres appartiennent à des classes de transcendantes plus 
simples. 

H.— Cours de Calc. infin., IV. 12 
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1306. La formule de réduction que nous venons d'établir se 
simplifie à 
° Dans le cas où l’on a 


y [ do 

LEA RE , 

À ‘ COs?7 © A 
[4 i i 


ce qui donne, en changeant g en g +1, 


(2q —1)#2V,+(2g —2)(24?—1)V, 


\ n 
(x S1n © Av 
} 2 A7 FAT 
—(2q —3)4 \ TT cos 119" 


formule qui permet d'exprimer V,, V,_1,..., V, au moyen des 
do Tee vo do 

, Er 
A9 F 


et de fonctions rationnelles de sin, coso, A. 


deux intégrales 


1 


2° Dans le cas où l’on a 


do 
2 Î 
n= NN ENE 
sn \ 0 fr . 
À 


ce qui donne la formule 


J/2 > 7? 
AN LR Res AR RU, 
eut 1) Voa29 2) 72 Va 
(2) 
I Sin © COS © 
mmorises 
4 
en vertu de laquelle on exprimera V,, V;_1,..., V, au moyen des 


deux intégrales V,, V_, et de fonctions rationnelles de sin®, 
cosy, Ào. 
1307. Il. En différentiant de même l'expression 
sin??—3# COS ® Av 
l 


et intégrant de nouveau, on aura, pour l'intégrale 


Aie LE 
u,= [ES 


la formule de réduction 


(2p—1)ÆU,—(2p — 2)(1+ Æ)Ü, + (2p — 3)U, 


— sin? —$ 9 COS? Ay, 
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A PAR ; à Ç 
qui permettra d’abaisser l’exposant p jusqu’à la valeur 1 lorsqu'il 
est positif. 

Si p est négatif et =— 7, on aura, en changeant g en g — 2, la 
formule de réduction de l’intégrale 


_ d? 
We 
sin? 21 © A» ° 


— (29 —1)W,+{(2g—2)(1+Æ)W,ni—(2qg—3)ÆW,— 


savoir 
COS A9 


——_———————— 0 
sin?" 1 


1308. Il est aisé de voir que les deux intégrales 


do d 
Sin? © — [eos ï 
TAN AP 


s'expriment immédiatement au moyen des deux intégrales 


lu À de 
R et fre ft — f°? sin?o) . . 
On a, en effet, 


*# sin?o do I ? do 1 ? 
D —— Ne Av do, 
A9 4? AG A 


(e) 0 


? cos? o do Frdp ? sin?pdo 42 ? do I ? 
D CN nt. Da Ap dy. 
piquer A? RAS re AE 


Donc, dans tous les cas possibles, l'intégrale fF(x, VX)dx 
pourra s'exprimer au moyen des fonctions algébriques, logarith- 
miques et circulaires, et des trois transcendantes 


[+ Ro J a ne 
DR ODE Jo (1+28in##)A9 


auxquelles on a donné les noms d'intégrales elliptiques de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce. 
qe , Ex . s\ 2 LA , 
L'intégrale de première espèce, que Legendre a représentée par 
le symbole 
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dépend à la fois de sa limite supérieure 9, qu’on appelle l'ampli- 
tude, et de la constante k, qui est dite le module. Nous nous dis- 
penserons d'écrire le module toutes les fois qu'il sera désigné par 
la lettre À; s’il est représenté par un autre signe, par la lettre / par 
exemple, nous le mettrons en évidence, en écrivant 


F| Er Ê 
METTENT 


La même convention s’appliquera aux autres intégrales elliptiques 
et généralement à toutes les fonctions de l'argument et du module. 
L'intégrale de deuxième espèce est désignée, suivant la notation 


19 
E(+)= | Ao do, 
[e) 


expression qui représente la longueur de l’arc d’ellipse [ 746, I]. 
Enfin l'intégrale de troisième espèce est représentée par le 


symbole 
le 
I», n) = # 
(1 = 2sINT (1 + nsin?o)Ao 


Elle dépend de trois quantités : l'amplitude ©, le module # et le 
paramètre n. 


de Legendre, par 


Depuis les travaux d’Abel et de Jacobi, on rapporte générale- 
ment toutes les fonctions elliptiques à l'intégrale de première espèce, 
considérée comme variable indépendante. En posant 


nous avons vu que les quantités ®, sin, ... sont représentées, en 
fonction de u, par les notations amu, snu, .... 

À cause de dp — dnudu, l'intégrale de deuxième espèce peut 
se mettre sous la forme 


? u 
1 A9 do = dn° u du, 
(o) (o) 


en la considérant comme une fonction de u. Pour éviter toute con- 
fusion avec la notation de Legendre, nous la représenterons, avec 
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Gudermann, par 
elu. 


Enfin l'intégrale de troisième espèce peut se mettre sous la 
forme 
fe du 
_——. 
4 1+ Z2Sn° 4 


S IL. 
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1309. Nous avons vu dans le Chapitre précédent que, si l’on 


pose 
ï dz ( do 
LE CR ES te =, 
Vo TR Vi— sin? 


€ O e O0 


l'angle 9 = arcsinz est dit l'amplitude de la variable u, 


Die ANA, 


et que les diverses fonctions circulaires de cette amplitude, 
sin, COS», Av, tango, 
sont dites les fonctions elliptiques de la variable w, 


snu, Cnu, dnu, tn. 


Ces notations supposent que le module de ces fonctions soit 
la quantité désignée par la lettre k. Si le module était représenté 
par une autre lettre, / par exemple, on le mettrait en évidence en 


écrivant 
rene PU TN TA FRA 


Si l'est égal au module complémentaire 
4 — V1 Cl 12 
alors, au lieu de am{u, k'), sn(u, K'), -.., nous écrirons simple- 


ment 
AIN SSI CN, An, CL 
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L'intégrale u, suivant qu'on la considère comme fonction de 
l’amplitude ®, de sing = snu = z, de cosg — 
représente par les notations 


etc. .se 


Ur arg am) ® — ars DZ — ars CRÈTE 0 86 


1310. On a entre les fonctions elliptiques d’un même argu- 
ment u les relations 


DS CU UE Le 


A°SD° 1 Un — 


1, 
(1) Wa tkèen =", 
sn 4 
TE . 
CN & 


De l'égalité 


do — Ap.du, ou damu—dnu du 


et des relations précédentes on re les formules 


| D'amu=dnv "Dsnu==cenddnu MD/Cou== sur dre 


dn x 
D'dn4—= "sn chnr/MDAtru— 


cn? « 


ne 


Si l’on fait tour à tour 


t 


= amu, sn#, CZ, dinz, (NZ, 


l'argument elliptique « se présentera sous les diverses formes 


Ê dt 
arg am { — ——— 
Jo Vi — 4? sin? 
De dE 
arg sn / = TR ? 
© O Vli—e)(i 8) 
04 
{ dt 
Fe 2 ht?) 


are dni— Ne 
Vu—e)(e- Te nn) 


SITES 


de Vau+e)(i+ 4 Be) 
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D'après ce que nous avons vu, 


| { amw, snu, tnw sont des fonctions impaires de «, 


ESS 


| cnu, dnu, des fonctions paires, 


les premières s’annulant et les secondes devenant égales à l'unité 
DOUTE 0 


Poñru— Koons: 


Tr 


T à : : : 
ALES Fr SR A1 RCE 0, NEA, tn Ki=00! 
2. 


Si le module £= sin 6 se réduit à zéro, on a 


re 


Ur 
_. | DR O0 MD CODV = ll ME 0}. 
6) 2 


LA 
A SDS CN COS ONE 1,07 tan, 


S1 À devient égal à l’unité, on aura alors 


po 


_ Te TRS 
RO RER =D OK = Ur — logtang (£ A 9 
2. 2 


= 


er —= amie ni /Amha=#>arctanse >" 
\ i 2 


1 
snu Thu cntdnx "Mint sShu. 


k 7 


1311. De la discussion relative à la périodicité des fonctions 
elliptiques [1289 à 1295] il résulte que, si l’on suppose 


u—=u,+2mk+2nK,, 
on aura 


: — y — mt, 
amu—{mEn)r+(—i1i)"amuz,, 


(8) { snu —{—1)"snu,, 
COHEN A /ChU), 
dnu —{—1})"dnu,, 

tou —=(—:1)"tne,. 
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Si l’on suppose w égal à une somme de multiples pairs ou im- 
pairs de K et de :K’, on aura le Tableau de valeurs suivant : 


u sn & en x dn x tn x 
2mK—+2niK 0 (— 1} (—-1)" 0 
(2m+1)K+o2riK (—1} 0 (—:yk co 
- 2mK+(272 +1)iK (ce co co (—1}*à 
+ = 1}e | (— 1) —1Z 
(2m<+1)K+(22+i1)iK ps ne 0 = ra 


1312. Théorème d’addition des fonctions elliptiques. — Nous 
avons déjà démontré au n° 827 la relation qui existe entre les fonc- 
tions elliptiques de deux arguments uw, » et celles de leur 
somme u++v. L'importance de ce théorème nous engage à en 
donner encore une autre démonstration très-simple, due à 


M. Darboux. 


L’argument « et la fonction x — snu sont liés par l'équation 


AE | 
() =(1—2)(i— Fx)=xX, 
U 


= 
Se 


qui donne, par la différentiation, 


dx dx dax 
PEN Le St Re 
AU Ali L Fe 74 
d’où 
1? 
(10) = —œ{1+4— 2h28) 


Pour une autre valeur y de la même fonction, on aura de même 


(ri) (He) =U-r)b-rr)=Y 


sir 


du? 


(12) 


= — y(1+ 4 D. 24e 
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Les équations (1o)et(r 2) donnent 


3 ÉCRAN ER 


de d ) 
D 
J du? du? 2% 2 kry 
Ré aan LRLPTEE Rx??? 
Vo — Te — 
\” du du 


7#2 dy" 


en mulüpliant de part et d'autre par LE re }du, on en re 
: rl au 


Ne our 
tra ai né Fo TE 
4 di du 


} A “ , 
d’où, en intégrant, 
© 


dx dy 
(15) Je Hate CID Ro 


du du 


C étant une constante arbitraire. 
Or, si g(u) est la fonction de u à laquelle x doit être égal en vertu 


de l'équation (9), les relations [ 827, 1V] 


PS van, 4 : 
montrent que les deux intégrales — - = doivent avoir 


une somme constante &, d’où il se is ee MN On a 
donc, en vertu de (15), 


ola—u)s'{u) + o(u)o(a—x…) or 


T | 
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Si l’on suppose maintenant u = 0, d'où qg(u)=x=0,v{u)=1, 
il vient, pour valeur de la constante arbitraire, 


C—yla). 
Si donc on pose a — u = v, l'équation deviendra 


1— Fat P 


ou enfin, en remplaçant la notation © par sn et remarquant que 


—qplu+v) 


J{u) = V{i—sn?u)(1 sn? u) = enu dnu, 


ve snucne dne + snpcnx dnu 
(16) sn(u +) — - 


Sn sIl P 


1313. On peut encore obtenir autrement cette formule et les 
formules analogues relatives aux autres fonctions elliptiques. 

Reprenons les équations trouvées au n° 827, V, où nous avons 
posé 


l f 
P—AMA, Y—AMP,, oc —am(u+v) —amw. 


En mettant, dans les équations (1), (2), (3) de ce numéro, à la 
place de À, B, C’ leurs valeurs en fonction de o, il vient 


{ Ag — TI 


sin /o x) = Dale + x): 


Sin ç 


l L { 
TT — 49, A TA = 7, 


du 0 0 


les deux premières de ces équations peuvent s’écrire 
(Ag --1)sin(p — y) — (Av — Ay)sins, 
(As +i)sin(o + y) —(Ayp—+ Ay)sinc, 


d’où l’on tire 
sin ç A» — Sins COS y As + Sin y COS», 


sin c Ay — Sin 7 COSo As + siny COS y. 
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La troisième relation (19) équivaut à celle-ci : 
COSG — COS? COS y — sinpsiny A7. 
En introduisant maintenant les arguments des fonctions ellip- 
tiques au lieu des amplitudes, les trois dernières équations 


deviennent 
{ snwdnu = sn4#cne dnæ + snvcnu, 
(18) | snw dne — snv cn x dnw + snu cn», 
cn — cnu cn? — sn zu sup dnw. 
La relation 
UK — (VO 


pouvant s’écrire encore de deux autres manières, 


p+{(—w) —{—u)—o, 


on pourra, des trois formules (18), en tirer six autres, en rempla- 
çant respectivement 
Le ’, (4, 


soit par 


soit par 


1314. Des deux premières équalions (18) on lire 


sn? 4 Ch? — Sn?» Cn?4 


Ua snu cnp dne — snrcnu dnu 
în multipliant les deux termes de la fraction par la somme des 
termes dont le dénominateur est la différence, et exprimant en?«, 
dn?u, cn?y, dn?y au moyen de sn?u, sn?v, on retrouvera la for- 
mule (16). 

On obtiendra de même la formule 


: dn « dns — #*snu snv cnu cnv 
(19) dn(u+v)— 


1 — 4°sn°zsn°’p 


En portant cette valeur de dn{u+ +) dans l'équation (6), on 
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cnu che — snusne dnu dne 
(20) en(u + v) = + 
1— sn sn? 


En divisant l’une par l’autre les formules (16) et (19), on en 


lire 
Er ets tnu dne + tne dnx 
DAT n | (DR , 
ù 1 — tnu due.tnednu 
ai sn(u +p) 
ou encore, en multipliant les deux termes du rapport —— —: 
en(u+") 


par la somme des termes dont le dénominateur est la différence, 
et divisant haut et bas par 1 — Æ?sn?usn?e, 


sn a en u dne + sns cnv dnx 


(22) | RU en? u cn? — #'? sn? u sn°v 


Enfin, l'équation (21) donne immédiatement 


(23) am{u + sv) — arctang (tn a dne) + arctang {inv dnw). 


1315. En faisant, dans les formules précédentes, u =, on à 
les formules pour la duplication de l'argument : 


| 2sn zu cnudnu 


STOMIES RTE 
1 eur 
cn?4 — sn°4 dn° 4 
nou —= - ER ie et 
KE sn 
(24 \ dn?u — /?sn? u en? « 
0 Nov - veu 
De CU 
otnu dnu 
CHOSE 


5 9 
1 tu zdn- y 


| am2u — 2arctang{tnz dnu). 


1316. Si dans les formules (16), (19), (20), (21) on change 
en — p, on obtiendra les fonctions elliptiques de la différence u — 
des arguments. 

En combinant ensemble ces deux séries de formules, on en dé- 
duira les formules données par Jacobi au K 18 des Fundamenta. 
On a, par exemple, en faisant, pour abréger, 


uHo—s, u—v—t, 1— snusn = W, 
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les relations 


Wisns + snt)—  2snucnvdnr, 
Wisns — snt)—  2snvcnudnu, 
Wi{cns + cnt}— 2cnucnr, 

Wi{cns — cnt) — — 2snusnsdnz dnv, 
Widns + dnt)— 2dnudnpr, 

W{dns — dnt)— — 2#?snusnecnucenr, 
Wsnssné — sn?u — sn?pr, 
Wenscent = CN de sh PON #, 

W dns dnt — du uv À SD SP, 


otnz dns 


D 
cn?e{1— 4"? tn?utn°?v) 


éic 


1317. Considérons les fonctions de l'argument complémen- 
taire K — u. Nous les représenterons par les mêmes lettres que 
les fonctions correspondantes de l’argument u, en ajoutant seule- 
ment à ces lettres la lettre c. Nous écrirons ainsi 


am(K—u)—amcu, sn(K—u)— sncu, cn(K — u) — cncu, etc. (!). 


En faisant, dans les formules des n°° 1312 et 1314, u— K et 


ÿ = — u, on aura 


en k'snu 4! I 
SHC HU — DC — —) dncus— OO 
re dn x nu dn x k'tnu 
(25) { 
TE no ja \ 
amcu — —— arctang/{#'tnu). 
2 


On tire de là les relations 


sncC z CncC 4 sn z CN 
dncu  dnu 
I ! 
dn x dnc u es EF , 
tn zu tncu 


(*) Jacobi désigne ces mèmes fonctions par les notations 
coamu, sincoamw, coscoamw, etc. 
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ou 


snc 4 CPC k' dneu 
snucnu dn?u dn x 


On conclut de ces formules que 


{ sncu, dncu sont des fonctions paires de 4, 


(26) 


| cncu, tnca sont des fonctions impaires de w. 


1318. D'après ce que nous avons vu aux n°° 1287, 1291, 1292, 
1294, les fonctions elliptiques, pour les valeurs o, K, :K', K+:K' 
de l’argument u, prennent les valeurs indiquées dans le Tableau 


suivant : 


u sn «4 en x dn x to 
O O I I O 
K I 0 k' cc 
:K' 1 cn + co 1 
: Tue zh! 
KRESTIR _ ___— O - 
À Â ki 


En combinant ces valeurs avec les formules d’addition des 
n% 1312 et 1314, on obtient les valeurs des fonctions elliptiques 
de l'argument U pour chacune des valeurs u+K, u+iK, 


HI ETES 


U sn U cn U dnU tn U 
u + K snc x — CnCu dneu. — tncx 
2 ï dn k! 1 t 

u + 1K' EE — = ———— : —— 

k sn u zhksnu ik encu iitnu dn x 
| ee I dncu k! LÉ 3 É i idna 
u+K<+:K' ——— | ——— —=- — LAN Z —_— = —— 

ksncu | :ksncu ‘ikenu :| tncu dnc sh 
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On peut vérifier directement ces formules en remarquant que 


l’on a 
fFü: 
. 2 do 
KR — au — (l ——— — : 
Jo Vi—/#? sin? ® 
Si l’on pose 
COS o 
SIT ; 
+ A9 
on en tire 
; 4? sino coso\ de k"?sino de 
COS: do; = || = A9 SINE -+ COS * : “4 Er RAI « 
A® A7 40 
à \ 
d’où 
do; do ë Pt do, 
— — , RES 9 
AU A9 DO Pi 


sin, —sn(kK — x). 
Î / 


1319. Nous distinguerons, comme nous l'avons ‘indiqué plus 
haut [1309 |, par un accent les fonctions elliptiques relatives au 


module complémentaire = /1— Æ?, et nous aurons ainsi 


AR de ADO Re MSniu nu, A Ur. 


Si l’on pose 


L7 dz 
1 a ————— 
Jo yli—2)[(1—4?>#) 
on en conclura 
Li SOIT 
Changeons z en £z; il viendra 
D d(ëz) dz 
1 — re Pl ° 
OV (i2)] li (7 A + 2° }(1 nyE 2°) 


En comparant cette formule avec la dernière formule (3) du n°1310, 


on en conclura 
u J , 
— —argtn(z, ne — arg sn éz. 
[4 (A 


Donc on a à la fois 
: ” [44 
PRES 7 = in — 
é 
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d’où, en changeaut «w en iu, 


27) sn {u — itn4. 


De même, dans la formule 


Z 
dz 
arg (NZ —u = — ï —————— 
; ÿ{1 — 2°) l'E k?z°) 


\ 
PARTIE 
changeons 3 en —; 1l viendra 


= 


] 
ee d — 


=— «4 


Z LUS dz 
| VE) o Vi—z#)(é x 


d'où l’on ture 


| — 
I 
Q 
1) 
n 
I 
e 
2 
| 


En changeant donc & en tu, on aura 


26) COUV E— 


Des formules (27) et (28) on tire immédiatement 


\ 


(29) (NX — 702: 


Enfin, en changeant w en tu, la formule (27) donne 


— dn'x I 
30) dnéu = Vi + 4 tn?u = — — 


a ? 
cn'& snc' 


snc'u désignant sn (K'— u, À’). 
On peut encore vérifier cette formule comme il suit. Soit 


Tue : 
Pc Cicna 

onentire 

dy Æsnu 

du cu 
D'ailleurs 

12 o 

cn? u — ss et. SU es 


27] 
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partant, 


cn? u dy dr 
EE EE 


7 F?sna VEr—1)(r2— 2) 


I 


Donc, en changeant X en }/, on aura, pour y — ms 


J dy 
Or on a, en supposant z — dnu, 


Z dz N'a dz 
H ——— RS ee (4 a 
/ RENTE EN ne2 ( 72 12\ 
1 Va —z#)(#— #7?) EEE 


\ 


. S I L4 ÿ à! L4 
—— 1 >X l'argument dont la fonction — est égale à z. Par consé- 
snc 


quent, on a 


u 1 | 1 dn'x 
dn-——-—, où  dniu— +. 
£ snC 4 snC‘' en «x 


Des formules que nous venons d'établir on déduirait aisément 
les valeurs des fonctions elliptiques de l'argument u + iK' qui se 


trouvent dans le Tableau du numéro précédent. On a, en effet, 
{ . J\ .{rr == 1 .  Ù ra à "A * . fre 0 I 
sn (u +iK |—sni(K —:u)—itn (K LINGE — 
Ë ktn'iu  Æsnu 


et de même pour les autres fonctions. 


S III. 


DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
EN SÉRIES DE FRACTIONS SIMPLES. 


1320. Nous avons établi, au n° 1206, la formule 


f [ 
she 1 (u ) du I f(v)dv 
(1 f(u)= —- e+ LD ca! 
1 x d 2T ti 2T Li PT Dom, 


t » LATE LS > 


la première intégrale se rapportant au contour de l'aire 4, les 
autres aux divers infinis c de la fonction f(u) contenus dans cette 
aire. 
Prenons pour 4 l’aire entourée par une courbe de dimensions 
H. — Cours de Calcul infin., VN. 13 
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infiniment grandes et de forme quelconque, symétrique par rap- 
port à l’origine, mais ne passant par aucun des infinis de la fonc- 
tion, de sorte que f(v) ne devienne infinie en aucun point du 


te 


+ 


contour. S1 l'intégrale 


prise le long de cette courbe, a, en deux points diamétralement 
opposés, ses éléments égaux et de signes contraires, alors cette 
intégrale sera nulle, et il en sera de même de l'intégrale 


Tv) [ 1 f(u)d 
à 


<= , 
>. UMR [£4 U 
CRE I ue 


dont la valeur différera infiniment peu de celle de l'intégrale précé- 
dente [1211], si tous les points c sont situés à des distances finies 
de l’origine. Donc, dans ce cas, la valeur de f(u)\se réduira à 

O 9 , 


pe f(v)dv 
(2) fe fe, 


2TL Je U — VU 


c’est-à-dire à la somme des résidus de la fonction (u) relatifs aux 
infinis de cette fonction compris dans l’intérieur de l'aire 4. 

Si les points c se rencontrent à des distances aussi grandes que 
l’on voudra de l’origine, et que la première intégrale de la for- 
mule (1) ait toujours pour limite zéro lorsque tous les points du 
contour s’en vont à l’infini, la formule (2) continuera à subsister. 

Nous avons déjà, dans le Chapitre IT du Livre VI, appliqué cette 
formule au développement des fonctions sinu, tangu, cosécu, ….….: 
appliquons-la maintenant au développement des quatre fonctions 
elliptiques 

shx, Ch, dnu, tn tf. 


1321. Supposons d’abord 
Pointe 
Pal , M sn 
Cette fonction étant impaire, l'intégrale |. — du, prise le long 


d'un contour infini, symétrique par rapport à l’origine, sera nulle. 
Les infinis c de la fonction snu sont compris [1289] dans la 


DÉVELOPPEMENT EN FRACTIONS SIMPLES. 195 


formule 
c—2mk + (ar + 1)iK’. 


Le résidu de cette fonction snu, relauf à l’un de ces points, sera 


sn v 


or, en posant 


vu—=e+c—:+2omkK+(2n+i)ikK, 


on a [1289 et 1318] 
(— ne 


snu —{— 1)"sn{e +ikK')— TES 


£ 


donc, lim— étant l’unité, la valeur cherchée sera 


© 


ne 
RE SRE RES 
2 SO 2 RSS RE TIS 
(— 1)" ñ 


k u—2mkK—{272+1)K 
En conséquence, la formule (2) donne, pour m et n croissant 
l’un et l’autre à l'infini, 


Hu 7 


re (— 1)" 
snu— lim » D rente a ru 


1.2 
—n—1 —m 


Si l’on suppose que l’aire 4 ait la forme d’un rectangle dont le 
centre soit l’origine des coordonnées et dont les côtés soient paral- 
lèles aux axes, on pourra d’abord sommer les termes qui se 
trouvent sur une même parallèle aux x, et calculer, pour x con- 
stant, l'expression 


ns 


en faisant, pour abréger, 


U—=u—{2n+i)ik. 
Or on a [1212] 
+ 7 
COSECT —— Jim D DU . 


m—=a L'— MT 
—In 
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Si l’on pose maintenanL 


fe 
ee / N'a 
= seal Qu Dr ri 
2K \ ie 
puis 
K' r K' 
DUR Ce 
2 RON 
la somme précédente deviendra 
771 ) 
k — EE I 1222 ; 3 
lim Ÿ __ — coséc[x —{(27 +i1)p|. 
éd YO — (27 + 1)ép mn Ni 


nt / 1 7 


Donc 
+ 72 
I 


ie 
snu — -lim > ——— ———— —— 
k sin[zæ—(22-+1)cp] 


— n—1 


1322. Considérons maintenant, en général, une série de la forme 


y —= © 


Diane 
Tarrdr Miles cs A7) 
sin(x — vip) 


ÿi=—=10) 


x et p étant réels, et p positif. Le rapport de deux termes consé- 


cutifs 
sin [Æ — vip) CHERE ri I 1 — e—2Ce+ix) 
sinfæ—{vpijip] etre ee Ge à ele] 


1 : SAS ; 
a pour limite correspondante à y—« la quantilé —>+ qui est 
€® 


moindre que l'unité. Donc la série est absolument convergente. I] 


en serait de même de la série 


ES 90 


I 
D sin (æ—vio) 


—1 


Il résulte de là que les deux parties de la série 


+ n} 

D L 
sin[x — (27 + ii] 

—n—1 


correspondantes l'une aux multiples positifs, l’autre aux multiples 


t 
‘ 


DÉVELOPPEMENT EN FRACTIONS SIMPLES. 157 


négalifs de 1p, sont toutes les deux séparément convergentes. On 
peut donc ÿ remplacer les limites infiniment grandes —n7— 1 et 
+ n de l'indice par deux nombres infiniment grands quelconques, 


et écrire simplement 
+ © 


| 1 I 
3 = 
he Re À > Sn or) 7 0] 


S1 l’on groupe ensemble les termes contenant des multiples de 1p 
égaux et de signes contraires, on aura, en remarquant que 


I I sin «x COSa 


sin(x — 4) p sin{x + a) 


2 
COS 2 COS2 7 
et introduisant les fonctions hyperboliques, 


\ DLL Chor+i)o 
l SU — = SX D —— |" —. 
(4) k sms Ch{4x + 2)0 — cos2x 
0 


Si l’on pose actuellement 


on aura 


ce qui donne à la formule (4 ) la forme suivante : 


/ fa Va . : GNT _. 11 M 
(5) sn u — Ed 
£ 0 


12 4h COS + QU UT 


1323. Pour arriver au développement de cn u, commençons par 
obtenir celui de la fonction impaire cn(u—K)— f{u), dont les 


iafinis sont | 1292) 


1 NN 270N (27 + 1)éK’ 
ou 
u — (2m + 1)K+(22 LR SC. 


Le résidu relatif à l’un de ces points est 


PACS im +er+i)k+(er+ 1\éK’] 


hiver DE [om -EilR (272 Eric KA 
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Or on a [1292] 
cnu—{—1)"+#cn(amkK +onikK'+u), 
d’où 
en(u—KkK)—=flu)l={—1)"#+"cn[{(am—1)K+a2rikK'+u). 
Donc [1318] 


fE+(em+i)kK<+(2n +i)iK']—={—1)"#r/fle + K +iK") 


dn: 
fe NON RS 
d’où l’on tre 
Hana 
U 0 
1'edne I 
ln —* MH EE  _— 
Jim | 1) ik She u—e—{2m+i1)K—{(22+1)iK 
7 (—r)7+7 I 
Au ont en Ant 
el par suite 
pee sé ( EE 
REA jp ne PR EE 
cn(u— hr: Im > ( 1) D: u—{(2m+i1)K—{(22 +1)iK 
—n—1 — nn —1 


En remplaçant u—K paru, ona 


It + 72 


ris (— 1)" 
Ch lim > (— 1) Ÿ PR AE lerte . 
ik éd u—2mkK —{2n+i1)iK 
nn 1 — 177 — 1 
Enfin, en supprimant, à la gauche du rectangle qui forme le con- 
tour de l’aire infiniment grande, un terme infiniment petit, corres- 
pondant à l’indice — m—1, ce qui ne peut avoir d'influence sur 


la limite de la somme, on aura 


+n + nr 
| va (— 1)" 
, De r\n a 
(6) cn u Ke Im > 1) rer acrenie 
— n—i TU 


Si l’on pose, pour un instant, 


u—{an+i)iK'=U, 
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on aura, comme dans le numéro précédent, la somme 


—+ 7 


Ï 
Ko) US AkR. 


171 
que nous avons trouvée égale à 


a coséc[r — (27 +ri)ip]. 


Donc 
00 L 
1 se: 
(7) D ice] 


— 


On a maintenant 


I I COS æ SIN « 


sin(r —a) sin(r+a)  cos2a —cos24” 


d’où, en groupant ensemble les termes correspondants à deux 
valeurs égales et opposées de 22 +17, 


Le Sh{22+1)p 
(8) CAS DD) Ch{4r +2)jp —cos2r 


ou, sous une autre forme, 


Es }r n 2n+-1 
(a) Cu LM Ve me S HE RENE Ve AE 


1— 24°"+T1c0S2x + Gil ée 


1324. Soit, de même, la fonction impaire 
f(u)= dn(u +iK'), 
dont les infinis sont [1295 | 
u+iK'—2mKk+{(an+i)ikK, 


LE Oo NN EE SATA C. 


Le résidu relatif à l’un de ces points est 


. | sf(s + 2mkK + 2niK) 
ini SG IR No ile 
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Or on a[129%5] 


dnu—\— T}F dn (x +—omk +- DriK A 
d'où 


dn(u+iK')=f{u)={(—1)"dn[u +2mk +{on<+i)iK']. 
Donc [1318] 


fle+2mkK+onikK')—={—1)"f{e)—=(—1)"dn(e+iK')—=(—1:1)" Éz 


: , 
ttne 
d’où 
; fr) (—1)7.. € I 
lim lv — ee  —- 
( ) RESTE £ neue 2m" —2/1KN 
7 (= ri I 
2 % LES nkR EDR | 
et par suite 
+71 —+- 72 
dn{u . ER} + n Ÿ— E ———— 
L USM —27u\N 
—.7 1771 


En remplaçant maintenant u + 1: K’ par u, on aura 


+7 + mm 


1 I 
dnu= lim ÿ — I D —". 
Ë ) u — 21n} Lt IS 


IL = 7IL 


Si l’on pose, comme plus haut, 
u—{(on+i)iK'=U, 
Ja dernière somme deviendra 


+ mn 


> Ü es 


EN #1 À 


Or[1216, I | la formule 


“10 


tan “MED 
ang — = 
L—-—£L-—nT 
5 


, : T 
peut s’écrire, en changeant x en -— x, 
2 
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d’où, en remplaçant nU par x —(on<+1)ip, on trouve la somme 
en question égale à 
a COt[æ —{2n +r)io]. 


Donc 
+ 


(A) dnu= = lim Ÿ (—1)"cot[æ —(2r + 1)ép]. 


Les termes de cette somme ne tendent pas isolément vers zéro 
pour 7 infini; on a, en effet, 


1 + étang tr lhy 
cot(x — vip) — Re, 
tang x — i Thyo 
0) 
et, Th devenant égal à l'unité pour y infini, la limite de cette expres- 
sion est égale à z. Mais si, au lieu de la valeur de dnu, nous cher- 
chons celle de 1 —dnu, on aura, en faisant, dans l’équation (A), 


X — 0, 
+72 
ex lim Ÿ (— 1}*cot{2n +i)ip, 
(4 
— 1 
ce qui donne 
Sn 7D 
1 — dnu — énlim Ÿ (— 1)" {cot(2 + 1)ép + cot[x — (on + 1éo] 
JL 
—+ 
CT 
— insinx Ÿ Fe 


éri sin {2/4 100 sin | (2 eurlte D] 
série dont les termes tendent séparément vers zéro. 
En groupant ensemble les termes d’indices égaux et opposés, 
on a enfin 


— 1)* Coth{or +1) 
(ro) dnu —1— {4x sin? Dern 


ou, sous une autre forme, 


I + TE 


ou. n y2n+1 
“ 1) é I — gr 


(11) dnu — 1 — 8: sin? x Ÿ 


1— 2q°T1cos2x + que 


1325. Développons enfin la fonction tnu, dont les infinis sont 


202 LIVRE VI. — CHAP. IV, S$ 
donnés par la formule 
— (2m Me 1)K 0 IR 


Si l’on pose 
Ve + (2m + 1)K + 2niK, 


on aura 
t er K Eee 
Du riemis + a 
É J ( ) £'tne 
Donc 
—+- 7/2 — 772 
tn imS | 15 D: 
Du I ER nd 1 Sn 
k'! u—{(2m+i1)K—o2nrik 
ET Ho 


Or nous avons trouvé EE 1] 


tang z — SAUCES te e 


5 
m (am +1) - —3z 
2 


En faisant donc 


a[(2m+i1)K—{u — oniK!'}] ={2m+i)- 


on aura 
—+ © 


I 
= eZ. 
Deere x 


— © 


d’où, en mettant pour z sa valeur x — 2nio, 


co 
A 


104 — Fr » (— 1)" tang (x — 2nip). 


( 


ph 


Si l’on groupe ensemble les termes d'indice égal et opposé, il 
viendra 


u : mot 
(12) CN 7 ATOME sn2r ne 
ou encore 
[ & PL IL 
(13) nu = + tangæ + 4sin2x Ÿ LA 1) q 
La 


1+2q°* cos2x + g*" 


1 


1326. A l’aide des formules précédentes, il est aisé d'obtenir 
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A CORRE Fu FUN T7 / 
mn des deux périodes K, :K 
des fonctions elliptiques et les constantes Æ et K, et par suite 


des relations entre le rapport — 


aussi les constantes complémentaires #, K’. 


Si dans la formule (3) [1322] on fait 
Te | 
Hs ES IN OÙ me ; + do, 


on en tre immédiatement | 1318] 


— © Gire) 
I D) I T a 1 
AE ns ous PIE 1 TRS Se 2) 
k k T 2K/. TEE r 
Eee sin — — 2nip) als 
> 


ou, en groupant les termes deux à deux 


ns : 5 I 7. T à a 
(4) Se +22 C2 7 p1/e D EneET 
1 1 


formule qui donne la valeur du quadrant elliptique K, exprimée 
en fonction de p ou de g. 
En faisant, dans la même formule (3), 


TAN OUT 0 


il vient 


d’où l’on tire 
(15) k=eY : ee 
L Wa < Ch{2%2 +1)0 1 + qui 
) 


Si l’on avait fait u — x = 0 dans la formule (7) du n° 1323, on 


aurait eu de même 


+ © 
IT RU =:5 CU 
ATECIT sin(2r+i)io À Sh(22 +i)p 


| 1e __2rVq £ (— q}° 
A ie en 1)0 K D p— qi” 
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l'identité des deux valeurs (19) el (16) montre que la fonction 


> 1 + CE 


0 


est une fonction paire de q: 


/ 


ee: x : a 
Ainsi la connaissance de p ou de c’est-à-dire du rapport — 
g P VE PP K 


des périodes des fonctions elliptiques, détermine sans ambiguïté 
les constantes K et X. 

La réciproque ne serait pas vraie; car, pour une même valeur 
de k, on peut prendre, pour former les périodes de snu au lieu 
de K et de 2:K, les expressions plus générales 


fi — (Au +1)K + 2viK, 
#f'— Au'K —- (2% —— 14h, 
et p serait remplacé par la quanLilé 


AuK L{2+Li)ik 
SET) RES TIC 


T 

IR 

2, 

! / # e À L2 [2 L2 « Il ] di L2 d 

b,Y, um, y élant quatre entiers assujettis à la seule condition de 
satisfaire à l'égalité 


(4 +1)(27 +1) Our = Er. 


$ IV. 
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN PRODUITS INFINIS. 


FONCTIONS ©. 


1327. Occupons-nous d’abord de la fonction dnu, dont les 
zéros sont donnés par la formule 


v—(am+i)K +{(2r+i)ikK, 


et les infinis par la formule 
v—2mkK+{(2n—+i)iK, 


les zéros, comme les infinis, étant chacun du premier ordre. 
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L'intégrale [| $ ie c) [1214] devient ici 


p 
[ dans ja snvu env dy 
Ja vdnv Li 1 p dnv sp 


et, si l’on prend pour contour de 4 une ligne symétrique par rap- 


port à l’origine, cette intégrale sera nulle. 

Nous choisirons pour aire celle d’un rectangle ayant son centre 
à l’origine, et dont les côtés soient parallèles aux axes et ne passent 
par aucun des zéros n1 des infinis de la fonction. Les zéros qu'il 
renfermera s’obtiendront en faisant varier m depuis —m—1 
jusqu'à + m, et x» depuis —n—1 jusqu'à + 7 [1215]; pour les 
infinis, on fera varier 7 entre les mêmes limites et m# depuis —» 
jusqu'à + m. 

Cela posé, la valeur de dnu prendra la forme 


7 
fr (2m—+i)K +(27 +- sl 


| uw 
Il:- omkK + (an + | 


le produit supérieur s'étendant à tous les zéros, et le produit infé- 
rieur à tous les infinis contenus dans l’aire 4. Traitons séparément 


dn Vi lim 9 


ces deux produits. 
Nous avons trouvé [1216] 


TE 


% 
COSILX — ZT En 
COST) — n : T 
d — nm —1 æ+(2m+i)e 
Si l’on pose 
n= © — : —%K, = n(2n +iiR = {an +i)i 
ES IN UTILE 0 ED Je TRE P; 
le numérateur de dnu deviendra 
COS! x — (272 +1 2 
. bn JL EE C7 +0, 
se cos(272 +1)ip 


— 1-1 
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En groupant ensemble les termes symétriques par rapport à lPori- 


gine, On a 


cosfr—(27+1)ép] cosfx+(on+irjép] sin? + 
cos(272+1)ip cos(27 + 1)i0 a cos? (27 + 7r)io 


Le numérateur de dnu, que nous représenterons provisoirement 
) P 
par O;(u), aura donc pour valeur 


co —_ . 
| sin? x 
ONE PERS cree es us | à 
+40 Il Ch’f27 ut 
0 


expression dont la convergence est évidente [1213]. 


= Dr Te 
Si l’on remplace, dans le calcul précédent, x5 par xo — 3 on 
2. 


aura, en écrivant au bas du signe II l'indice —7n au lieu de 
—m—1, ce qui est permis | 1323 |, 


+ 717 


sin(r — 7% # 
Gui er Fe lim Il ne 
SIN «, T 


J11== 20 es 
nn ete te 


Donc, d’après les notations ci-dessus, le dénominateur de dnu 
deviendra 


er : 
. Sin 927 17 
— lim TJ ee NT 
re sin(27+1)ip 
— 7 — 1 


D 


En groupant ensemble les termes symétriquement placés, on 
obüent, pour l'expression du dénominateur de dnu, 


F sin? x 
o(x) =] E Sh? {272 + =| 
0 


1398. La fonction paire cnu à pour zéros simples les valeurs 


vu—{(2m+i1kK+ozkK, 


et ses infinis sont les mêmes que ceux de dnu. En intégrant sui- 
vant le contour du même rectangle que tout à l'heure, on verra 
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[. d'enu 
ue U CHU 


est nulle. Donc en aura une expression analogue à celle de dnu, 
le dénominateur étant le même et le numérateur étant la limite 


du produit 
LA 5 
1 2 ——— —————————— …— …———— ———— ———— L 
Il ; (2m<+i)K + 27xkK" 


Chaque facteur simple de ce dernier produit diffère du facteur 
correspondant de O,{u) par le changement de 27 +1 en 27. Le 
produit aura donc pour expression 


encore que l’intégrale 


En oi 1 À 


(3) Es II Ces UD 
COS 
IL 


n—& 211p 


ou, en groupant les facteurs deux à deux, 
{ | Sin? r 
QU = cosx | À EN PESTE 
ds Ch?2%0 
1 


1329. La fonction snu s'’annulant avec u, nous commencerons 
sn (u ve Uo) 


par chercher le développement de la fonction et nous 
s0 4 
en déterminerons la limite pour uç—=0.  . 
Les zéros de cette fonction sont donnés par la formule 
Je y -i27iK ou KR’, 
: À sntu + u Ur , 
et, par suite, le numérateur de ie sera la limite du produit 


sn &o 


LU 
Il (- — u+2mk + RE) 
En remplaçant, dans la formule du n° 1216, IT, xo pe. 


T : 
a(— u— KR +aonikK')= — x — = + 2nip: 
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on verra que ce produit représente, pour z constant, la fonction 


T . 
COST T2 xp} ; se 
2 sin(x+æx,—2nip) 


T | 7 sin(r,—2xio) 
COS | To + AE 2.7P 
Pr 


sn(u + us) 


sera la limite, pour z infini, du 
snu, 


Donc le numérateur de 


produit 
+71 


14) THÉ 


sin{æo— 2Aip) 


nn? 1) 


Groupons, dans ce produit, les facteurs deux à deux; on aura, 
en mettant à part le facteur correspondant à na — 0, le numérateur 


Hs ut 


sn 4 
sin(x + x, ul: UE (x + x) 
sinT, Sh?27p 


Or il est facile de voir que, si l'on fait tendre uw, vers zéro, Île 


rapport 
SNUy _ Sn 


Sin Lo Sin #0 


A } 
tendra vers la limite -. Donc le numérateur de sn(u + us), lors- 
re 


1 Did a , \ 
qu'on y fait u, = 0, devient égal à 
18 f sin?z 
i(u)=-sinx | | 1H ——— ): 
| ñ Sh?2 7p 


Le dénominateur de snu est encore la même fonction O(u) que 
pour les développements précédents. 


| sn , ) ds 
Le développement de tnu— —— 5e tirera immédiatement des 
cn &« 


deux précédents. 


1330. D’après ce que nous venons de voir, les fonctions ellip- 
tiques snu, cnu, dnu, tnu s'expriment au moyen des quatre fonc- 
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tions synectiques 
sin? 6 
(Q] &)=TI| + Sh(2r +1 (ar +1 nl 
Oi(u)— = SUEZ à | ( + es) 


a 


CAVIÉ= cosr]] (: . ans) 
A {l 
1 
sin? x 
ne Il: FLAT (22 +1 )e ; 


/ 


qui sont, à des facteurs constants près, les quatre fonctions $ de 
Jacobi, et l’on a ainsi les formules 


| 


DE on AU 


sh4=- sn — , 
T Eu) 
2KT 0,2) 
cnu — cn = le À 
: T Ou 
(6) 
IR TO 7) 
dnu— dn = ; 
T O(u) 
KT NO, (4) 
HA En — . 
| T Ou) 


FN (uw) 
K eo) 
ChCd ch ( —:) ee Re 
7 é- 3 
(7) 
FEAT AR RS j=2 O(x) 
mr: \2 O,(u) 
tncu = Dar : = ÿ a] 
Si l’on pose 
== et, 


H. — Cours de Calc. infinit., IV. 14 
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les quatre fonctions © se présenteront sous la forme 


Re D GEO COS2.T + qur. 
O (x) =] | - 9 


(1 a Gb } 


co 
[ II 1— 924 "CoS2x + q°" 


ds 


Ur 


? 


ET D cost 7 da 
CPANE cos LT RE Ù 
(1 Higui 


V— og CNET fie qi 
63 (a / a 2 2n+1\2 à 
| [I (1 RQ 7e) 
0 


1531. Les valeurs des fonctions © données par les formules (1), 
(2), (3), (4) présentent des avantages pour l'étude des propriétés 
de ces fonctions. Dans les deux premières, l'indice z varie entre 
les deux valeurs infiniment grandes — 7 — 1 et +n; dans les deux 
dernières, 1l varie entre — 7 et + 7. | 

Pour ramener l'indice de celles-ci aux mêmes limites que celui 
des deux premières, il suffit de multiplier et de diviser les expres- 
sions (3) et (4) par le facteur qui a pour indice — 7 —1. 


Dans la formule (3), ce facteur a pour valeur 


COS [éx S DUO Se | ip] eCnr+2)e—ix e-(22+2)e+ix 
cos | D 1 —- 2) tp et2+2)e + er (2 f+2)0 


expression qui, pour z infini, tend vers la valeur e7#, Donc on 
aura 


+ À 
PAPE CIS II SEE 
COS2 710 


— 7 —1 


Si, dans la formule (4), on convient de remplacer le facteur cor- 
respondant à 7 — 0 par —», et qu'on multiplie et divise par le 
facteur 
sin[x +ro+(2n+oa)io] 


lim 
sin[x, +(22+2)io] 


—— CET 
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on aura, en faisant To = 0, 


TE 
au clim Il HE net à 
sin 2 740 
rl 


De cette manière, les quatre fonctions © seront déterminées par 


les formules 
— (an —+ ji | 
NS cos] —(2n+ re] 

2, 


2 


T : 
EX + — — ani) 


ESRERS 


RENCDS 
RU 2 
E,(u)— et* Jim l l 2 
/ T | 
(9) { eur, COS ES 2 770 
3 
SENTE ; \ 
TR COS(Z — 2A1p 
O,(u)— ex lim Î i À, 
COS 2 4 0 
—n--1 


et 


nine II cos[æ — (ar +ajée] 


cos(272 +1)io 


| lt 


où l’on pourra, pour abréger, omettre le mot lim. 
Si l’on pose, en général, 


: T 
+n cos | + Lib —(2n+i — ie | 


DA 


Ho (ae Hm Il 3 er 
cos| 2 : 


— 272 +i—jie| 


— n— 1 


DIA 


les quatre fonctions (9), 
e(u}, @i(u), au(x), @(2), 
pourront être représentées respectivement par les notations 
O1o(4), Of), Go1(u), Ooo(x), 
de sorte que les indices simples 
0, 1: s. 3 


équivaudront aux doubles indices 


MES ALPADES 021080, D. 
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1332. Propriétés des fonctions ©. — Considérons la forme 
générale 
F , 
HAMRCOS Ê +u-—{an+i ie] 
> 


2102 A 
ot) O7 (= )=e Il Ë | 2 | 
COS 


po —(2n+i—v)ip 


Si l’on fait varier les indices entiers , », 1l est aisé de voir que les 
valeurs obtenues seront toujours les mêmes que les quatre valeurs 
précédentes, qui correspondent à u et y égaux à o ou à 1. 

En effet, si l’on change u en ps + 2, chacun des arcs, au numéra- 
teur et au dénominateur, augmente de 7, et, par suite, le quotient 


cos |.æ + T +... | 
3} 
Re 
COS = 5 MS 
ie : 


OHiA)—E Lu). 


n’aura pas varié. Donc 


Si l’on remplace maintenant » par y + 2, l’are de chaque cosinus 
varie de 219, ce qui revient à changer #7 en n—1. Le dernier fac- 
teur, à la limite supérieure, est ainsi remplacé par 


Tr : 
cos Ar rm 4 me A 


+ Te 
Cos pe — (272 —1 — v)ip 


et le dernier, à la limite inférieure, savoir 


D . 
cos| x + 4 © + (22 +3 + vie | 
9, 


= = 
cos] # ? + (22 + 3 +» | 
> 


est remplacé par 


TE 


COS E + 


eus [u £ + (22 +5+ie| 
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+ nr 


Donc le produit se trouvera multiplié par 
P pue P 


—n—1 


= | T 
cos] + Foire (27 + 5 + vie | cos 4? (anti 


T . Tr ve 
cos] ++ #E— (ar + I —»)#| cos] #2 + (22 +5 + el 


expression qui tend, pour » infini, vers la limite 


—27 
CRUE 


Or, par le changement de » en » + 2, le facteur e’*, en avant du 
signe IT, sera en même temps multiplié par e?#. Donc le produit 
total n’aura pas changé de valeur, et l’on aura ainsi 


Oh,v+e (2) — O,,, ( u). 


On pourra donc, sans diminuer la généralité de la fonction 6, 
la ramener toujours aux quatre formes considérées dans les nu- 


méros précédents. 


1333. On voit immédiatement que les trois fonctions O, 6, @,1, 
O5, sont paires, tandis que la fonction ®,, est impaire. On aura 
2 2 
donc, en général, 


(11) Ou,y(—u)—=(—1)"0,,{4). 


Les facteurs du produit [I étant en nombre pair, on ne change 
—n7n—1 
pas le signe du produit lorsqu'on augmente x de +, ou u de 2K, 
ce qui ne fait que multiplier chaque facteur par — 1. Le facteur e* 
se trouve multiplié par &=(— 1). Donc 
(12) O,,(4+2R)—(—1)06,,{(u). 


LL 


Augmentons maintenant u de 21 K’, ou x de 26p; le produit | É 


— n—1 


sera multiplié par un facteur de la forme 


cos[X +(r + 3)io] 
cos(X — rip) 
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dont la limite, pour 7 infini, est e-?{%##), Le facteur e’* est mul- 
tiplié par e-°*, Donc 


pu DIR cr EN pro Nr 


TN es OX 


Ona,pouru=—1,e et, etpourp=0o, e = +e%r, 


Donc 


on 
e 21X 


(16)M6 Sue TR (— tend À CP —=(—1) O,(4). 


à] 


En appliquant cette formule à chacune des quatre fonctions O, 
on aura les égalités 


Ofu+2ik') O,(u+2ikK) __ @lu+iK') O@,(u—+iK) 
Ofu) —@{u) (au), 1 106,17) 


(14) 


Cela montre que les fonctions @ ne sont pas périodiques relati- 
vement à 21K’7; quand on augmente de cette constante l’argu- 
ment u, ces fonctions se reproduisent à un facteur exponentiel 
près. 


14334. Si dans O,., on remplace u par u + K, ou x par x + sil 
2 
viendra 
T : 
u +1) = (an +1 vie | 
2 


3) 8 
D ÉDeee CE | 


sE—(an+i | 


DL es 


En comparant cette valeur à celle de @,,,,, on voit qu’elle n’en 


T 
? et par le dénominateur, 


E,,{u+kK) 


Sera vi 
diffère que par le facteur constant e 


qui est pareillement constant. Donc le quotient ARTE 0 est 
| , COPY 
constant, ce qui donne les deux relations 
E,(x+K) E,(u+K) 
a CONSÉ, cons. 
O(u) Oi(u) 


Pour obtenir les valeurs de ces constantes, nous remarquerons 
d'abord que, les deux fonctions © et ®; prenant la valeur 1 pour 
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E,(1+K) 


u = 0, le rapport doit se réduire, pour u = 0, à O6,(K), 


O(u) 
\ 1£ A 
et, pour u=—K, à SK) + De plus, à cause de 
Oo, (K 
Sn il à == 1% 
OK) 
on en conclut 
Enfin 
O.,{(K) 
Re = 1 es ROME" A 
OK) de 
Donc 
6 DR ee le 
I | Te se LL 
se ice OK)  6,{K) EE 


et par suite 


OŒ(u+K) Ofu+K) — 


16) = 2 RE 
/ O4) = CS Vo 
ou encore 
OT O,(K — x) Pr 
= —_——V#, 
Ou) O,(u) 
I FA 
(7) E(KR—u)  O,(K—u) 1 
O3(4) T4 @3|4) D V4 


Ainsi, quand on remplace w par son complement K — u., ou x 
» Ï P / ) 
Te . , 
ar — — x, les fonctions 9 et O;, ©, et O, s’échangent entre elles 
? } fe) ; 
2 


à un facteur constant près. 


1335. Si l’on remplace maintenant w par u + iK’, ou x par 


Tr lp) OA 
or on 


O,(u +iK') — [El 


— N—1 


cos(r — anio) 


à L] 
COS {272 + 1)2p 


DT 


EE cos] — (28 + ie 


T 
sd” cos Ê + — — anis) 


© | À 
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Donc les rapports 
O,(u+iK') Olu+iK') 


eT*@,{u) : eo rie) 
sont constants. 


En faisant u = 0, puis u ——1K, on trouve que le premier de 
ces rapports est égal à 
AP ec? 

e;(iK ) == e,(K | , 

et le second à 
et 

L'égalité 

BARS —_ ti Ne 

@:(:K') 
donne 


O,(:K'}—=:0,{iK). 


D'ailleurs, si dans l'égalité [1330] 


sn(K — x) — Ô 


on fait u——ikK", il viendra [1318] 


8, (iK') e? De I 
NN RTK RE 
EU EN E A N  T 


De là résultent les égalités 
Lo 
(18) Hire cat O,(iK") = —; O,(iK')=— ;, 
k 


d’où l’on conclut les suivantes : 


O(u—+iK')  @,(u +iK) 


(19) THE — Si HEile = Vircater 


En remplaçant uw par u —1K dansles formules (14) du n° 1333 et 
dans celles que nous venons d'écrire, nous obtiendrons les relations 


| Os(u+iK') —O@{(u—ikK') 2e 
Bo @u(u—iK')  @ilu+ikK') ‘ 
20 
Gs(u— ik") E(u) A7 4 10 


@;(u) i@i(u —iK') 
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On tire de là 


(ar) SAINS met RGP ET 1 athe 
e,(u) (x VA 


Aïnsi, quand on ajoute 1: K’ à l'argument u, les fonctions @ et O,, 
ainsi que les fonctions @, et ®;,, s’échangent entre elles, à un fac- 
teur exponentiel près. 

De ces diverses relations il résulte que les quatre fonctions O 
peuvent s'exprimer au moyen d’une seule d’entre elles, de O;, par 
exemple. On a, en effet, 


I 
@(u)— —-O,(K —«}), 
\ ] ve 3 | } 


l —_ix 


(a) = —— 7 TEte, (KR + iK'— u), 


Cm 
D 
de) 

CE 


O,(u) — _ HO KI u). 


1336. On peut déduire de là les jar Du module k et du 


quadrant K en fonction de p ou du rapport = VE deux périodes 


ra 


des fonctions elliptiques. 
En faisant u —:iK’ ou x —ip dans la valeur (5) de O;{u) 


[1330], il vient 
Pot Sh?9 
STI [+ Ce on 


ou, en vertu de l'égalité Ch?o + Sh?5 = Ch(s+p)Ch(s —p), 


TR II sn), 


Ch?{22 La hide) 


ou enfin, en introduisant au numérateur le facteur 1 + g?**1, égal 
à l'unité pour n infini, et faisant sortir du signe IT le facteur 


1+g— 2, 


a Fi Re 
(23) 9, (iK')— 2[} CRE) 
| 0 
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Donc, en vertu des formules du numéro précédent, on a 


A 2 By — re 2n+2 
(24) Vk=e AMEAELS V4. DA N 0 hi jh 


lehig pt 
La formule (15) du n° 1334 donne immédiatement 
1 == EL a 
FLE en) : 
Elle donne encore l'équation 


AR Lip +s" y 
(26) =ak)= I (x) 


(25) Ve — 


Par la combinaison de ces formules, on peut en obtenir un 
grand nombre d’autres, dont quelques-unes nous seront utiles 
plus tard. 

Si nous posons, pour abréger, 


M Rhone M=]]{i+g"#), 
À 0 


(27) 


N _T[ T— 40), “Ie IQ 51% 
| 1 


on aura d’abord 


MM=[[ (+9), NN=TT(i—9"), 
0 0 


d’où 


ce] 


MMNN EN NUE A EN, 
0 
d’où résulte la relation 


(28) MM'N'—1. 
Des relations (24), (25), (26), mises sous la forme 


2 V4 S AMOR LU TUE TEE: 
NP Er NOR Con. 
VENTE TN PR Ne 
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on tire 

2Vq.n M?  N?: 

a — = EE = — 3 

Vas N° N° V4 
d’où 
2.4/q «1 : 9 9 I È 9 
RS or 1 VE En ATEN 
1 0 


On a encore 


—M'?N =]] (+ qe fr— qu), 


0 


10N MN _MN.MMN 
SONT NE M N’ 


1337. Nous avons obtenu, dans le numéro précédent, les déve- 
loppements des fonctions © en produits simples, en commencant 
par grouper ensemble les facteurs correspondants aux points cri- 
tiques situés sur une même ligne horizontale. En commençant 
par grouper les facteurs dans un autre ordre, on obtiendra d’au- 
tres fonctions ©”, jouant les mêmes rôles que les fonctions ©, 
mais de forme différente. 

Considérons de nouveau le double produit [1327] 


[LA 
! Hi = ; +. sr “ a 
| Al 
et posons cette fois 


T 


f 
. 
2 K:' 


fl 


25 ty Ne he 1e ra (2m +i1)K— (2m +i)p". 


La fonction O,(u) prendra la forme 


+ mn An 7I 
; cosi[ x! — [om +1)p] Ch[x'— (2m<+i)p] 
HAS eee een. 


cos(2m + 1)cp" Ch{2m + 3)p 
(31) — In —1 — In — À 


s sin? x’ À : Sh2:r’ 
== ee PTE I — SE — —  ——— e 
Il à cos? (2m +1)ép Il Ch?{am<+i)p 
0 0 


/ 


En comparant cette valeur avec celle que nous avons précédem- 
ment obtenue pour le même double produit, on voit que l’expres- 
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sion de ®’,(u) est ce que devient celle de @;(u) lorsqu'on y rem- 
place x et p par ix' et p’. 

Si l’on change maintenant w en u+K, ou x en x'+p',en 
faisant 


4 
x— x,—=n(u—2mkR), x, —=2mp, 


il viendra 


+7 3 ; 
cosi(z'— 2mp") Je sin?ix" 
0'(z)=T] — - = cosix |] I — : — 
COS 2m 0 COS? 2 mi 6 
1 
- Si 
= Chr] | En mr tete 0) À à 
Ch?2m0p 


Donc O’{u) est égal à la valeur de ®,(u), dans laquelle on rempla- 
cerait x et p par ix’ et p’. 


Le double produit 


à u 
WE a ( 2, IN - 1) K + 27 | 


peut s’écrire sous la forme 


! F 


CF : P T 

En CE Et 

@’,(u) — = 
é | Il. p° T 
—(2m+i1)-—2n- 

l 2 

+m cosf + (om+ nf] +m 
(33) re) Les siné[x —{(om+i)p] 


K L f du Il " Wat 
711 1 COS Ë | Sin (2m +1) tp 


—(2m+1) ë — In —1 


Le) 


5 sin? / x’ Sh? x’ 
= NS dl 
sin (2m+1)ép Sh?(om+i)p 
0 


0 


Donc O®',(u) est égal à ce que devient O{u) par le changement de 
NON ie PUS 


Si l’on considère enfin le numérateur du développement de 
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\ 
sn | u . . . . 
Dies: en y introduisant x’ et p', il vient 


sn 4, 
TRE p' T 
HT ON 7 2 11e 
II u + uy — 2MK — 2niK II £ l l D 
= . = RE ee l'A Ur. “ini 
u—2mk — 27iK' Re À T 
ed ï PF om É CPTE 
* l L 2 
I x x! I 
+m sin—{(x +a,—2mp") sin? + sin-(x+x,—2mp) 
l Ë L : 
— | ù LE Re ji À l 2) 
ca IL ALL 
ge sin — (a, — 2mp) sin 1 sin = (æ,— 2mp") 


d’où l’on conclut, comme plus haut, 


œ Le) 
ET Ne 
LE RE Sin” zx I Sh2x 
(34) @(u}—=—sméix ae 0 | : bete comme à IC 
n Sin° 2 770 p " Sh° 2 mp 
1 1 


La fonction ®"(u) est donc, à un facteur constant près, ce que 
devient @,{u) lorsqu'on y change x, p en x’, p”. 

On peut encore donner à ces formules une forme analogue à 
celle des formules (9) du n° 1531, savoir, 


[l + 7 


[l / PA 
$ cos (ix! — 2 mi 
MO (u) — e-*’]im | | ce ee, RAR 
| COS 2 ni p 

— nm —1 


er T . 
+ mi cos (in + — — > mit) 
LA \ . D) 
OUI CS in [I , 
Te . 
COS É — mg) 
(35) 
. [A T CR 
+m cos | 2 +T- (m4 | 


®, (u) — lim J] je “ 
—n—1 cos] © — (am +1)i | 


9 


+ 7n 


Des | à cos[éx"— (om +i)ip] 
| G,(u) = “a Il cos(2m<+i)ép" ; 


\ — mn — 1 


en se rappelant que, dans la valeur de ®’ (uw), on est convenu de 


T . 
remplacer, pour m=— 0, le facteur cos (- mg) par la valeur 


— . 


222 LIVRE VI. — CHAP. IV, $ IV. 


Er ! / 
On se rappellera que les quantités n, x, p, q, n, #, 
entrent dans ces formules sont données par les relations 


(36) 


d’où l’on üure 


S 


Pr | #1 : 
7 a FEU LP Mid NT FER 


Ga FUN Le DT p Ve 4 


1338. Si l’on pose généralement, comme au n° 1331, 


0 Te 
+m Cos| ix +u-—{(2am Hi) 


pq qu 


| 


à 
! nr Er il: 
(CE ae 1 re 
— mn —1 cos | 
on trouvera une série de relations semblables à celles 
avons établies pour la fonction O,,,(u). 
On aura d’abord les égalités 


! id LA ! 


(38) 00 A0 eo GEO, 9, —0}); 


2 


de (2m +1— #ip'| 


que nous 


qui diffèrent de celles du n° 1331 par l'échange des indices y, v. 


Il viendra ensuite 


AE ET CON 
(39) O,,, (4 + 2iK') — (—1)"6,,(«), 
| O,,(4+2K) —={— CM AICAE 


1339. Nous allons chercher maintenant la relation 


entre les valeurs des fonctions ©, et O,,, qui jouent le 


Er 


qui existe 
même rôle 


dans les expressions (6) [1350] des fonctions elliptiques snu, 


cnu, dnu, tnu, et dont les valeurs doivent être nécessairement 


proportionnelles. 


Désignons par Yu) la valeur commune des quatre rapports 
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Cette fonction est paire. De plus, elle ne devient nt nulle n1 in- 
finie pour aucune valeur finie de u, et se réduit à l'unité pour u = o. 


En vertu des formules des n°° 1333 et 1538, on a 
VÜUROR), ep), 
dla ai} 2 eu), 
d’où l’on ture 
(D, logb{u+2K) —=2%1 + D,logb{u), 
| D,logÿ(u + aik') —2ia+ D,logÿ(u}, 


fo) 


et par suite 


(41) D'logd{u +2K)—D;logh{(u+ 2iK')=Dilogp(u). 


La fonction ÿ(u) étant uniforme et continue pour toute valeur 
de «, il en sera de même des deux fonctions 


Ÿ(u) 
) OR) “heu 
I ulogb(u) — Ga 
PA ER TELE A T2 
Del ae blu)h{u) [Y'(«)] , 


De plus, les égalités (41) expriment que la fonction D'logd(u) 
est doublement périodique, et, par conséquent, elle est encore finie 
Ê q ? P L 
pour u—= . Donc, d’après ce que nous avons démontré au n° 1137, 
elle se réduit à une constante. 
On doit donc avoir, en intégrant, 


D? logŸ(u) 4, 
D, logŸ{u) — au + b, 


a et b étant deux constantes. Mais la fonction D,logd{u), étant 
la dérivée logarithmique d’une fonction paire, est elle-même une 
fonction impaire [288 |, et, par suite, la constante b est nulle. 

On déterminera maintenant a en observant que, d’après les 
équations (40), aux accroissements 2K, 2:K’ de u correspondent 
les accroissements 2», 21n de D,logd{u), accroissements qui, en 


vertu de l’équation 
D, logb{u) — au, 


doivent être respectivement égaux à 2aK, 21aK’. De l’une ou de 
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l'autre de ces conditions on tire 


oRK'° 
Donc 


dog gylu) = Sue u du, 


d’où, en intégrant et remarquant que d{o) = 1, 


Tr? 
b(u)= erkK, 


Par conséquent, 


Tr? 


© (ul — ch CR (ue u). 


LL 


1340. IL existe une relation importante entre les fonctions O@ 
correspondantes aux modules complémentaires Æ et #. Si l’on 
change u en iu, k en K’, et par suite 


À LT 
pren Er Sp er, 


la fonction O,,,(u, k) deviendra [1332] 


Fu cos à pe — (27 + sir | 


OUR Eee Il 


sen cos|#T—(ar+i— ji | 
0 tue eo 


Donc 


ru? 


RAM Ke, (u, k3); 


formule qui permet de ramener les © d’argument imaginaire aux O 
d’argument réel, et vice versa. 
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TRIQUES.— FONCTIONS +. 


1341. La fonction O, ,(u) dépend de l’exponentielle 


elle est uniforme et continue pour toute valeur de cette variable #, 
car elle reste finie pour toutes les valeurs de £ autres que celles 
qui rendent £ infini, et elle admet, comme £, la période 4K. Donc, 
en vertu du théorème de Laurent | 1148], cette fonction est déve- 
loppable, pour toutes les valeurs de £, depuis zéro jusqu’à l'infini, 
en une série infinie dans les deux sens, et procédant suivant les 
puissances entières, positives et négatives de £. 

Nous avons vu [1333] que, lorsqu'on remplace u paru + 2K, 
t se changeant en — #, ®, ,(u) est multiplié par (— 1}, de sorte 
que l’on a 

Ous(—t)=(—1)e,,(+ à) 


Donc, siv = 0, O,, sera une fonction paire de £, et son développe- 
ment ne contiendra que des puissances paires de cette variable; 
siy —1,©,, sera une fonction impaire, et son développement ne 
contiendra que des puissances impaires de &. La série sera donc 
généralement de la forme 


+ © 
m2 2m+v)ix 
6,,(u) = Ÿ Ge 
nt 


Ce] 


La fonction ®,,(u) étant réelle pour les valeurs réelles de x et 
de g, les coefficients a, et &a_,_,, correspondants à deux puis- 
sances égales et opposées de e*, devront être égaux entre eux en 
valeur absolue. | 

Connaissant maintenant la forme du développement, il ne reste 
plus qu’à déterminer les coefficients, ce que nous pourrons faire 
par la méthode des coefficients indéterminés. 


1342. Nous allons commencer par développer la fonction O,,, (u) 
H — Cours de Calc. infinit., IV. 15 
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ou O,(u), et de son développement nous tirerons aisément les dé- 
veloppements des trois autres, en nous appuyant sur les formules 


des n° 1334 et 1335. 


D'après ce que nous venons d'établir, le développement sera de 


la forme 
+ © 


O,(u) Dr ERNEES 


Si l’on change w en u + 2iK’, on aura [1333] 
CNT OA Er CN PME 


e 
DmMmix-—hW 
PRIE e?"tix—"mo 


Il 


ou, en introduisant g = e-*#?, 

> a qi e?(n—1)ix — DAS PEU4 e?ntix, 
En égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances 
de ei, on aura, en général, 


sl — 2m ES 2 mn +1 
Am+1 q => 2477 q 9 ou An+1 us An q , 


d’où l’on tire successivement 


Gi = dj; 


Hd CURE Li 


Donc 
+ æ \ 
O,(u) 4 DORE & TL Da cos2mx 
= LD 1 


On a ensuite [1334, (16)], en changeant u en u+K, x 


T 
en RAT 0 


+ > 


« ; 
Qlu\— —O,.{(u+K) = + —_ pq ermix 
(u) VE 3 | VÆ 2 }"q 


“Eco 


Zo D : 
| | (— 1) 09 SC ; 


FL "4 
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Puis, par les formules (19) du n° 1335, 
NME di : 
®;, u) £a 2 es PAPE ( HE iK') _ gai ie OU LUE et 
V4 VA 
«a m + - : 93 d IN , 
— Sd À 3) eCMmHL)EX — Lis :) COS | 27 + 1x. 
VA vas 


Enfin les formules (17) du n° 1334 donnent 
; @ 


1\2 
«a m +— . 
on Dent ame 


2 


1 
+ ECS sg) sin (am +) 
0 


1343. Il nous reste à déterminer le facteur constant &s, com- 
mun aux quatre fonctions ©. 


L'équation (29) du n° 1336 nous donne 


L œ 
24,1 he 2n\2 Ga { 2n+1\2 
2 Ê 1 — a — (I ° 
V44' 1 1 V4 | É | 


Désignons par P{4) la valeur commune de ces deux expressions. 
En comparant les valeurs [1331, (8)] de Ou) et de O,(u) 


avec celles que nous venons de trouver, on aura les deux égalités 


2 


l | (1 sr 24 00 COS2X + Je 
0 


œ 


— P(q)| 1+ 2 D (— HZ COSb pe) | 


1 
œ 


sinæ À i (1— 2q2"cos2x + g'*) 


1 


Le) 


— P\7) De 107 om EET re 


0 


Les deux membres de chacune de ces deux égalités étant iden- 
tiques, quelles que soient les valeurs de 4 et de x, elles subsiste- 


15. 
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ront lorsqu'on y remplacera g par g?. En les multipliant membre 
à membre après cette substitution, et remarquant qu'alors le 
produit des premiers membres reproduit le premier membre de la 
seconde équation (1), 1l viendra 


[se] co 
[Ptg)lr+ 2 D'(—1)"q "cos mx d— 1} qe sin (24 + 1)x 
1 0 


= Pa) D (— 1/90 Sin met): 
0 


En égalant dans les deux membres les coefficients de sinx, on a 


co 


re den rip 


0 


: , T JS 
SILOnaU D — . dans la seconde égalité (1), elle donne 


P(q) DHL [RE A qe 
0 1 


Donc 


(re) 


P{3) ur 27 Let he 
pete) HE 


et, par suite, 


P(g) [Tu —")=P(a) [LG — 3") 


La fonction P{g) IG — 42?) ne varie donc pas lorsqu'on y rem- 
1 
place g par g?, et par suite aussi par g', q%, ..., et finalement 


par g° = 0, puisque g est <[1. Donc on aura dans ce cas 


20 


P{a) Ile — qg2*)—=P(o), 


1 


quantité égale à l'unité, en vertu de la première équation (1 ). 
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On aura, par conséquent, 


To { 2n+1 \2 — + 5 
VF IC gr = (il RE qu 
0 1 
On a d’ailleurs [1336, (30)], d’après les notations de ce numéro, 
— I A I - 
ao— YA — =, 


NN?  M'?NN? MN 


1344. Si nous posons maintenant, d’après les notations de 


Jacobi (!), 


Le] 


à (x) —=1+ 2 D (— 1}”g'cos2max, 


1 
1\2° 
SE 23 (— sp gl" T3) sin(2m<+i)x, 


(2) ane 
ah 2 S 5) cos(2m +1), 
0 


Le) 
Ssf(r)—=1+2 ÿ JRCOS ar 


| 


les produits O auront pour expressions 


En remplaçant dans ces formules les produits © par leurs va- 
leurs (8) du n° 1330, et les constantes 7, k, k’ par leurs valeurs 
du n° 1536, on aura, pour les expressions des fonctions & sous 


(!) Dans les Fundamenta, Jacobi représente les fonctions S&(x), $,(x) par O(u) 
H(x), d'où l’on déduit 
S,(x)=H(K—-u), S,(x)=O(K— x). 
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forme de produits infinis, 


[+] 


=— =II 1 — que :E Û (3 — 249 #1 c0$s2x + CA À 


| 3e Len +. (D 722) .Sint. [lise +) 
(4) | 
(x) Te Te nr, 
d,(x) = || qi IR + 2. qi COS2T +- gra 
| ù, : 


D'après cela, les fonctions elliptiques s’exprimeront au moyen 
des fonctions 3 par les formules suivantes : 


2. Ù Sie / , # I 9, (x) 

POES Fra rte MSC = : 
V4 TA Vz QE 

A k 8,(x) Ro 

ne 00 HE CC : 
(5) S RE, (6) À Tr) 
ire 5. È a ; 

dnu— V4 _. dncu— V4! : 
L 3(*) 

I 9,(x) I 9, (—) 

AE LT s nee à INC LEE 

V4! dalx) VA Six) 


Lorsque la constante p et la constante 7 qui en dépend seront 
remplacées par des quantités représentées par d’autres lettres, par 
exemple par p” ou g', on mettra ces lettres en évidence, et l’on 
écrira 


dE CMOS NE TN da) LOUIS RES gs CL 


Les fonctions 5, 9,, 3, sont paires; la fonction $., est impaire. 


1345. En substituant les valeurs (3) dans les formules obtenues 


aux n°% 4335, 1336, 1337, et posant, pour abréger, 


; 1 1 
—ix — "6 


(9, NE Pme à 
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on aura les relations 


L (= (Tr) = itn(e— ip = sfr Ti), 

i(æ) =D (T—e)=is (x — ip) — 8 (e+ ie), 
(3) : k 

H(r)= 8 (T—e)= E5fe— 0 = £ S- (e+T—), 


Des formules des n° 1333 et suivants on tire celles-ci : 


T 
Pour u—=u,+2mk+oniK, x—=x+om 5 + 2aip, 


Sue : 
= (—1)#+7 p — (— 1)" : — 


ns Dites 


Pour u=u;+2mk+{(2r+1i)iK, Sr +am+ (22 +1)ip, 


on a 
(13) | n—° S(r) 
js CIS (zx) E 1) d1(X0 


de 
—|n+- : 
( 2/ pe—(2n+1)ix 


m + ee E (a) 


nt 


it 


D9 LIVRE VI. — CHAP. IV, $ v. 


Si l’on pose, comme au n° 1337, 


n° K ft 2.0" p” : I 
D ns rs = — — = —9 
y) K' 2 p Te P 7 Ÿ° 
(12) et de plus 
ru? La x? x'2 a? +2 
{ IS a ie 


la relation établie au n° 1338 donnera les formules 


S (x) = JUS (2,0), 


(13) 


I ; 
En changeant dans ces formules 4 en g' ten ot dévelop- 


pant le résultat de cette substitution au moyen des formules (2), 
on en türera de nouvelles expressions des fonctions &, qui sont 
avantageuses pour le calcul numérique, lorsque Æ et 4 sont très- 
voisins de l’unité, et par suite g/ très ie : 

dt ETS Da ) ch (ar +1)x! 


0 


[ce] 


112 
SCA = £ 2 DAT ny T#) Sh(27 +1)x", 
e 
(14) « C2] 
D = “( + 2Y (— AE chan) 
1 
ti dé + DT chan} 


1 


On en tire, pour remplacer les formules (6), 


FONCTIONS S$. 233 


1347. Si l’on remplace, dans les fonctions 3, la variable réelle 
x parune variable complexe x +17, en s'appuyant surles formules 


+iB COS (a — à 
“ORNE RE ee rte etc., 


et posant 


co 


EMI EE 29 (— 1)*q* cos2nx Ch2ny, 


Evr 


sin(22 +1)xCh{2x +1)r, 


Sax, ér) =1+2 ÿ g*cos2nxCh27, 


1 


G6). : 

Al, éy)=—2Y(—1)"g"sin2nrSh2ry, 
1 

1 1 \ 7 (+5) ; l ne, 

runs 2 (—1}"9 cos(22 +1)xSh(2n +i1)y, 
0 

Se 

PEL V0 sin(2x +1)æSh(22+1)7, 
0 

AE ROUVIE= 2 Ÿ qsinanxShany, 


1 


on aura, pour l'indice p = 0, 1, 2, 3, 


(17) Son A OO LR CE). 


Dans le cas où le module serait très-voisin de l’unité, on trans- 
formerait $,(x+iy)en 8,[i(y—1ix)]. En ayant alors égard aux 
formules (13), on ramènerait les développements à ceux des fonc- 
uons 3,(y—1ix, q'). Par exemple, en posant, d’après les for- 


mules (12), 


y? — x? V'2 =" 


7 
= À VIe 
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on aurait 


(y— ix!)2 


FPT) ES Nr ER Et re 


PNA EEENTA EEE 


et de même pour les autres. 


1348. Des expressions (4) du n° 1344 il est facile de déduire 
les développements en séries des logarithmes des fonctions $. 


On a d’abord 


o T 
log(i— g°*) Se Dm 
1 


En sommant les deux membres de l'égalité par rapport à l'indice », 
depuis z = 1 jusqu'à n — © , il vient 
2v 


a 
QUE q s 
q Fa 2y ? 
n 1e q 
1 


et par suite 


8 


0 à | a  — —Y _ ne 
1 


1 
L'expression 1—2q" COS2X + g?" se décomposant en 
(x eu. ( Ci (x ah qu Conde 


on a, pour les logarithmes des deux facteurs, 


a 


: I 
n\ DV] 
log { I q" cn = > : gi cd 


y 
1 


d’où 


© 
T 
log(1 es AG he COS2.T + FR — 9 > — 7COS DUT. 
Ÿ 
1 


En sommant par rapport à #1, selon que n sera de la forme 2m—1 
ou de la forme 277, on aura 


œ Lee) 
nl 2 : ds 
log | À (1 297 COS2%- 9 Pis sors COS 2VT 
2y ? 
LT 
1 1 
(e 2] 
I qe 
OS) A De. COS2%r 
RS 
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Si l’on avait eu à sommer les logarithmes des expressions 


1+ 2q"COS2x + q°”, 


: x : I — 1} 

on aurait eu le même résultat, au changement près de — en > 22 
V ni 

D'après cela, on aura, pour les développements des logarithmes 


des quatre fonctions $, en posant, pour abréger, 


co co 


I He [I I qi 
18 ER — —— = — D 
tri Q D 1 — q“" 2 n Sh22ç6” 
1 1 


les expressions suivantes, 


AL 
% 


log$, (x) = Q + log ee 


du 
ñ 


l0g9, (x) = Q + log op Le) — 2 


‘ - — COS22T, 


3 
d ) — I is 
sin æ) — 2 > — = COS227T, 
I 1 — ÈË 
1 
(e] 


af n n 

D (—1 q 
logS(æ)=Q—2 D ee TS cos2ne, 
il 


vi 


\ 


ou, sous une autre forme, 


rs . JET COS 2 NT 
LEE Se és nSh22p 
1 


(1— cos2nx) 


ä nr 
logS, (x) — log (29° sin 2 —12 » 7 


ñ Sh27p 


TA , n nn sSonx 
log, (r)— log (2g* cos) — 2 7 [r + 1) COS 4} 
1 


n Sh270 


n+L{—;)?cos2nr 
log, (x)=— 2 Y ? ; 
na Sh22p 


Pour les valeurs complexes de l’argument, la formule (17) du 
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numéro précédent donne la relation 


REC 


S(x+iy) 
RE — arctang 


los - 
9 9, (x — ir) RÉ RTE 


(ar) | 


1349. Les dérivées logarithmiques des fonctions 3 jouent un 


rôle important dans l'Analyse. Jacobi a désigné, à un facteur con- 
stant près, celle de (x) par le symbole 


Z(u)=D, log@(u)—=:1D, logS(x). 


Cette fonction jouit des propriétés exprimées par les égalités 


Z(o)=Z(K)=0, Z(—u)—=—-Z{u), Z{(u+2K)—=Z{u) 
On trouve immédiatement, par la différentiation des formules (2), 
2 [se] 
oœ T)— — a tr VE Ja ; 
Dior 5(a) 2 1)"ng"sin2r2x, 
D, log# (x) =— e DS (—i)"(2r+ 1) OR. 
CURE J,(x) dm 1 4 
0 
(22) : Ne 
D, log ro É Ÿ ARS PILE) sin(22+1)x 
œ 2 ue D. Û ’ 
4 + 


D, log3,{(x)=— — nq'sin2nx, 


ou, par la différentiation des formules (20), 


SIN 2 72.€ 


| ARR EE ue 
| D, logs («)=2Y Sh220 ? 
1 


SIN2 27 


D, log$,(x)=— cotx + > q" ra , 


1 


(23) L 
D, log9,(x)— — tangx + AN (—1)*q" 
1 


,Sn22x 
esse =? 
Sh22p 


2 


sin272xr 
D,logss(x)=2 Sd (—1)" cn 


1 


On voit que la troisième et la quatrième des formules (23) se 
déduisent de la seconde et de la première par le changement de x 


T 
En TX + —° 
2 
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En prenant pour les 3 leurs valeurs déterminées par les for- 
mules (3) du n° 1344, combinées avec les formules (35) du n° 1337, 
et opérant comme on vient de le faire, on trouverait les formules 
suivantes, avantageuses dans le cas de g voisin de l'unité : 


pronos + ÿ° [ru es Dore | 
1 
D, log5, (x) — — _e- + ÿ É ES SL A 
(24) 
PE e 
Dogs (a)=— 2 — 27 (pe QT. 


1 


Dans le cas où les fonctions $ ont un argument imaginaire 1x, 
on pourra obtenir leurs dérivées logarithmiques en changeant x 
en ix dans les formules (22), ce qui donne, par exemple, 


25 Dore Sir) — _# (—1)%»7q? Shonx. 
( x 105 \ q 


ALES 


On peut aussi partir des formules (3) du n° 1344, d’après les- 
quelles 


log5{(ix) — const + x 1081627 Ch 2 2/90) 


etc., S 


et d’où l’on tre, en différentiant, 


PER asie) ECTS 


I I 
wo (ix\— —— — 2 Sh2. 
D, logà,(ix) Thx 2 Sh See 
1 


I 
4np ECh2x” 


D, logS;(ix)=— Thæ + 2Sh2x D ce 
1 


RC R FORTE ER 
De logs (ir)= 28h D rs Chee 
0 
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1350. Nous avons vu [1161] que deux fonctions uniformes et 
continues dans toute l’étendue du plan et ayant les mêmes zéros 
et les mêmes infinis, chacune avec le même ordre de multiplicité, 
sont égales entre elles, à un facteur constant près. 


La fonction de x 
Ed + Au — x) 


\ 


RCORCDIS 


est doublement périodique, ses périodes étant 7 et 219. Elle admet 
pour infinis doubles les zéros doubles de [$,(x)}?, et par suite les 
zéros du carré de celle des fonctions 


qui a pour numérateur $,(x). 
Par exemple, la fonction 


Jla+aæ)S(a— x) 


MESA 


admet les mêmes infinis et, de plus, les mêmes zéros que la fonc- 
tion 


2 


Pour x = 0, les deux fonctions se réduisent à l’unité. Donc elles 
sont égales pour toute valeur de x, c’est-à-dire que l’on a 
Jifa+r)Sla—x) sn? x 


EailaPI(x)T sua? 


a étant égal à 


SIR 


On établirait de même l'égalité 


(x + a) S(x — a) 
[S(x)P [S(x)P 


1 "sn asn’u. 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES. 239 


& VI. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES 
DE FONCTIONS PÉRIODIQUES. 


1351. Les fonctions elliptiques snu, cnu, dnu ont pour infinis 
les valeurs de la forme 


u—2mkR+{on+i)iK, 


et la fonction tn u les valeurs de la forme 
u—={(2m+i)K+o2riK. 


Il résulte de là que, si par deux infinis consécutifs, correspondants 
à des valeurs 7 71 et nr de l'indice 7, on mène deux parallèles à 
l'axe des x, la bande de largeur 2 K 7, comprise entre ces parallèles, 
ne contenant aucun infini de la fonction, celle-ci sera développable, 
dans l’intérieur de cette bande [ 1178}, en une série convergente, 
ordonnée suivant les puissances positives et négatives de l’expo- 
nentielle 


Remarquons que la même série ne pourrait servir pour deux 
bandes consécutives. Mais on peut ramener le développement pour 
une bande quelconque au développement pour une bande donnée, 
correspondante à un multiple de 2:K’ moindre de » unités, en 
remplaçant w par u — 2v1K", ou x par x — 2vip, ce qui ne peut 


changer que le signe de la fonction elliptique [1311 |. 


1352. La fonction snu étant impaire et changeant de signe 
quand on remplace u par u + 2K, ou x par x +7, son dévelop- 
ement, qui sera convergent dans l’intérieur de la bande comprise 
CAT) gent dans l’int de la band rise 
entre les parallèles u = Æ : K’, aura nécessairement la forme 
sn « = FAN RURR NE es ne NEA 


0 


ca) 


EY 24m Sn(2m+1)x. 
0 
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On a [1180], en multipliant l'équation précédente par et27#+1)ix qu 
et intégrant, 


1 pis 
lle shu CET 
mt 4K Î 


Pour calculer cette intégrale, considérons l'intégrale prise le long 
du contour d’un rectangle ( fig. 105) ayant sa base sur l’axe des x, 


Fig. 107. 


0 

! 

! 
E 

1 

! 

4 

! 

1 

! 

L 


' 
l 
Û 
1 
ll 
l 
x 


deu—oàu—4K, et sa hauteur égale à un multiple pair de K’, 
les infinis situés sur les côtés verticaux étant évités suivant des 
demi-cercles, tous tournés dans le même sens. Ce contour contien- 
dra ainsi dans son intérieur deux files verticales d’infinis, corres- 
pondantes aux abscisses 2K et 4K. 

Les valeurs de la fonction snu, prises à la même hauteur sur les 
portions OC et AB du contour, sont respectivement égales, et il 
en est de même pour les valeurs de la fonction e-(2#+1)ix; donc les 
intégrales prises en parcourant ces deux chemins, l’un en sens 
contraire de l’autre, se détruiront mutuellement. 

L'intégrale prise suivant BC pourra être supposée aussi petite 
que l’on voudra si l’on augmente indéfiniment la hauteur du rec- 
tangle. En effet, pour 7 assez grand, l'intégrale prise le long de BC, 


I 


4K 
TK [ sn(u +orik )etm#)(ixr2ne) y 
ÂK Jo 


ik 
— e—?22(21+1)0 sn der re) 
4K o 


est évidemment infiniment petite pour ñ infiniment grand. 
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Donc l'intégrale prise le long du contour du rectangle se réduit 
à moins l'intégrale prise le long de la base OA, c’est-à-dire à la va- 
leur du coefficient cherché &a,,. 

Or l'intégrale prise le long du contour du rectangle est égale 
[1128] à la somme des résidus relatifs aux 27 infinis contenus dans 
l’intérieur du rectangle. Si nous considérons un de ces infimis, 
ayant pour coordonnées l’une des abscisses 2K ou 4K et l’ordon- 
née (2v—+1)K, en faisant 


u — 2ukK + (2v —+- 1)éK'+ U, 
l'intégrale relative à cet infini sera égale [1 130! à 


2rilimusn{2ukR +{(2v +r)iR'+ ujet22+Dilast (vi) nus, 


V0 


Or on a[1289 et 1291] 


% 


sn[2ukK + 2 +i)iK'+u]=|(— 1esn(iK'+ De : 
k sn u 


donc l'expression précédente a pour valeur 
EU Peter 


line 
ù 5 —0 SI1U k 


Les autres facteurs se réduisant à (— r1)}*e-C#t0t#te, l'intégrale 


sera égale à 


Fo et221+1)(2%+1)6 


1 


Il faut maintenant sommer les intégrales appartenant à l’une des 
files et doubler le résultat, qui est, comme on voit, indépendant 
de #. La double somme, pour v infini, est égale à 


ori 2e-(27+1)0 Ti I 


Horereltrtt)e 0 CE Sh(om + 1)p 


Donc la valeur du coefficient a, est 


1 I 
ik Sh(2m ee 


An — 


et par suite on a, pour le développement cherché, 


Le) 


29 sin(2m—+i)x 


Je Sh(2m+ip 
0 


H.— Cours de Calc. tnfin., WW. 16 


(1) SR 
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1353. Par un calcul entièrement semblable, on obtiendra, entre 
les mêmes limites, le développement de la fonction cnu, qui a les 
même infinis que snu. Seulement, cnu étant une fonction paire et 
changeant de signe lorsqu'on augmente uw de 2K, son dévelop- 
pement sera de la forme 


Le] 


(hi 1 7 ape | et APE UERE Cm cho le; 


; 
0) 24,00 2m 


On trouvera ainsi 


co] 


21 cos(2m +i1)x 


(2) CO U— = de 
à Ch(2m<+i)o 
0 


1354. La fonction dnu étant paire et ayant pour période réelle 
2 K, son développement, entre les mêmes limites, sera de la forme 


ce] 
= ; AUUBE —2mix 
dn ve ÿ am (e + e ) 
dl 


ce] 


= Le» > 24yn COS2MT. 


1 


En intégrant les deux membres de l’équation de o à 2K, on aura 


d’abord 


. 2 K e T do T 
= = } == 21 Ac = — = ÿ. 
y — SR f au que FU ‘e PRET 1 


On obtiendra les autres coefficients a» en intégrant après avoir 
multiplié par e?**, On trouvera de cette manière 


s 


1 
Aer ne 
+ Ch2mp 
et par suite 
f Le) 
COS2M.X 
(5 dnu = :| 1+2 ——— 
Ch2m0 


1 


1355. La fonction tnu a pour infinis les zéros de cnu, c’est- 
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à-dire [1293 | les valeurs 


ua + 1)K + 2niK, ou Our. +1) 


D | A 


+ 27 p. 


Le développement sera convergent entre les parallèles correspon- 
dantes à u—oet à u==21K’, excepté aux points (2m—+1)K de 
l’axe des x, qui sont des He de tnu. Ces points étant en même 
temps des infinis de tangx, on peut faire disparaître les infinis du 
développement, en considérant, au lieu de tn, la fonction 


f(u)—tnu — a tangx, 


la constante &ç étant déterminée de manière que le second membre 
s’annule toutes les fois que tnu et tangx deviennent simultanément 
infinis. 

On a maintenant [1294] 


vtn(K M9 VIRE v)=(— 1}"u tn(K “ u) 
: U 
Ur LU tic = tr}t ; 
| \ 1 kftnu 
“ls (— 11 : 
dont la limite est - RE La somme des intégrales en question 
Ù 
sera donc 
Fe ; 27 
Hi rene (— rt qi 1} au q . 
: k! k. 7 1 2" Troyes qe 
i! 
Donc 
s 27 . nt 
: mn 2° f 
dan = 7 (— 1)" q (— 1)" AE 
k 7 k Ch20 
el, par suite, 
[2] 
{ el \ Sin 2 1 TL 
{ A (NIUE EE tan£g.r + 9, HINPER UE TERRE AL... DOES 
4) k F Di 1) 7 Ch2mp 
1 
1356. On a 
de d'amu . 
ne dou damais-dnz due 
Av dn x 


En intégrant le développement (3) de dnu, on aura celui de la 
fonction amu : 


(6) amu — x + DE : te, 


m Ch2mo p. 
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En différentiant les développements (1), (2), (3), on en tirera 


ceux des produits 


TRES 
cnu dnu, Snu dnu, Snu cnu — —sin2amu. 
2 


PA 


4357. Si l’on chance, dans les formules précédentes. “en K —« 
<> a? Ï ) , 


FT , = 
æ en -— x, on aura les développements des fonctions 


1] 


(ce) 


29 cos (2 Leu 
(6) SNCu = — (— 1 PT CE NP Eee le, 
/ Æ Sh(om +i)p 
0 
Lee) 
à el Ve 
21 > Sinon + Tir 
(7) CNCU = —— dm (1  ——— — , 
NON Ch(2m+i)s 
k' L 
Û NE COS2 121 
(8) nca = Al 1-2 > (— 1)" a 
dnu Ch2m 0 
1 
Le C2 
FU t I I re ( pm m SIN2MX 
[ | — — + 
(U)} HOUSE == }} 5) “| 0 = ——— 
7 k'tnu tang x > 1 Ch2mp 
1 
AE T ee \m sin2mx 
(10 AMCu = — à — NE ROUE 2 
ME Ch2mp 


I I 
En traitant les fonctions —; —— par les principes des n°1352 
sn CA 


et suivants, on trouvera 


(ce) 


; I I m+3 Sin(2m+i)x 
DNS RE 
sn & Sin æ Sh ( 2m +1)p 
0 
L if) T m4 COS 2Mm—I) L 
(12) ——- +2Y(—:)"g PS4 re le 
cnu k£' | cosx Ch(2m a me 


0 


L3 T 
puis, en changeant x en = — 


I dn x U cos(2m +i1)x 
3 Res ae m+S OVER EE 
\s ) sncC 4 cn 4 4 RUE 1) 7 Sh(2m—+i )p 
0 
Li dn x 1 I Ë m+1 sin(2m+i)x 
I AS  — == DRE . 
(14) encu k'snu -Æ'| sinx 22,1 Ch(2m +1)p 


0 = 
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1358. Ces formules sont d'autant plus convergentes que le mo- 
dule À et la quantité g, qui en dépend, sont plus petits. Elles 
deviennent, au contraire, d’autant moins avantageuses que # et g 
sont plus voisins de l’unité, et, par suite, que et g' sont plus petits 
et P”’ plus grand. Il est facile de transformer ces développements en 
d’autres qui sont d’autant plus convergents que les premiers le 
sont moins. 


On aura ainsi 


Le) 
EN LR ET Sh2 mx 
(15) SN — — Three ÿ (—1)" pro 
l 6 Ch2 m1 0 
1 
! Se Ch! ) r 
AD L 1 I m+ 1 2Mm+I1)x 
46) cenu=———-|— Pa Era D ————— |: 
eu'éx klChz dd Ch(2m +i1)p 
0 
1 3 Ch a! 
I I eo m+ + DIN EI) TC 
(17) dn 4 — — — %! : 2 (— is / 2 ï / = |, 
snc’ ét Chx Sh(2m+i)p 
0 
. 4 æ | £ 
’ sn'ét 29 w Shlom+i)x 
(18) nu = — — — 5% ————— — ©) 
£ k" ét Shfom+i)p 
0 
| x! 
I 
NES dn udx' 
2 (e) 
(19) { Cl il 
> | M +— ; 
" (—1)"q" "2 Sh(2m+i)x! 
— arctange* + 2 Ÿ ae li Cu) 
éd m+i  Sh(am+i)o 


0 


et de même pour les autres formules. 


1339. Cherchons maintenant les développements en séries des 
carrés des fonctions elliptiques. 
S1 l’on élève au carré les deux membres de la formule (2) 1353], 
et que l’on pose, pour abréger, 
il 
re Chpp° 
on aura 


(ce) [ce] 
Va 2 
(£ Vie ÿ > Pi Pam COS(2m + 1}æcos(2rm"+1)x 
27 m m! 
DA 0 


[+] 
D: Pom Pomtsilcos(2m + 2m + 2)x + cos(2m — 2m')x]. 
m! 
0 
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Le terme constant du développement s’obtiendra en faisant, dans 
le second cosinus de la parenthèse, m = m’, ce qui donne 


PL 


EL 21°? I Fes 8 n° 
p (reg ) 
: 0 


Calculons actuellement le coefficient a, de cos2nx.Les nombres 


m, n' n'étant jamais négatifs, il faudra prendre pour termes de a, 
d’abord, parmi ceux qui multiplient le premier cosinus, les termes 
dans lesquels 2m+2n/+ 92 —on ou m—n—m 1, ce qui 
donnera la somme 


nmn=n—îi1 


I 
. > Port Pon--2m—1- 
m1 —=0 
Or on a l'identité 
Sh5 EISha SRE x) 
CheCh{f—«) Che Ch(£—«) 
Cha — Sha Ch(B —x)— Sh{(B—«) 
Rs me ef NE PR TRUTE ea 
Cha Ch (5 — a.) 
a Cr 


0 NN 
Ch Ch{5—c) 


Donc 
I 
a Por rt 


1 | 
bass ND —IN— — 
I RACE q : 


| — aus 
Sh27p 2Ch{2m—+i)p 2Ch{27 — 2 —1)p 


En sommant cette expression depuis m = 0 jusqu'à m=—n—1, 
les sommes relatives aux deux derniers termes sont égales entre 
elles, et l’on aura, pour cette partie de a,, 


n —1 


[1 o 


(A) ee 2 Ger (2m - + 1)p j 


Pour les termes qui multiplient le second cosinus, on devra 
prendre ceux pour lesquels m — m'est égal soit à + n, soit à — 7; 
les deux sommes ainsi obtenues étant identiques, il suffira de 
prendre l’une d’entre elles et de la doubler, ce qui donnera, pour 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES PÉRIODIQUES. 247 


celte partie de a», 


Le] 

; Pont) Pon+om+t : 
nr 

0 


L'identité 
Sh 8 She *e Sh(ar ere er BU 
Cha Ch(x +8) Cha. Chla+B8) Ch« Char) 


donne, pour cette somme, la valeur 


1 il 
on HIDE ENT TE 


(B) I a q æ D q 
\ Sh2720 | dy Cham +i)p mCh(2%+om+i)p 
0 0 


En réunissant les deux parties (A) et (B), on aura, pour la va- 
leur du coefficient demandé, 


1 1 
m+— REMHES 


9 


2) I q g K q 
a+ S mn À 
Sh22p  Sh2%p Ch{am--1)o æmCh(22+- 2m —+1)p 
1 0 


Or les deux sommes de la dernière parenthèse forment deux séries 
convergentes, composées de termes identiques chacun à chacun; 
donc elles se détruisent mutuellement, et il reste simplement 


/è 


BIENS » 
Ê Sh2n0 
? \ 
d’où enfin 
| AE a 
21? … I COS22r 
CD u = — à" —— —_— Or 
k° | Ch {272 —1)9 4m Sh 210 
1 1 
(20) 
Le 0] Le 2) 


Me. HT 


81° Y 74 nq" 
== 712. 9 n—1 \9 == FAR COS 2 724 
1 


1360. Pour obtenir le développement de sn?u, remarquons que 
PP ) q q 


k ik 
la valeur (2) de — cnu se change dans la valeur (1) de —snu, 
27 cu 


t . Te Ë 
lorsqu'on remplace, dans (2), x par -——x et 1 AT 19 
q place, (2), æ par = p par = —1ÿ 


» 


À : ; 
(ou 4 par — g). On aura donc la valeur de — — sn?w si l’on fait 
21° 
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4? 
la même substitution dans la valeur de —Cn?u, ce qui donne, 
2 1” 
par un calcul très-simple, 


Le] 


9 COS272T 
shui ) : — 2 ÿ D ———— 
Sh?{22 — :1)p RD 
{ 


}£ Sh27p 
| 1 
(21) 


8° S Gr 
= — De Re  — ee : COS272% 
4? 1 — Sn 


2H | 
no 


Les deux formules (0) et (21) donnent, comme on devait s'y 


attendre, pour cn?u + sn?u, une somme constante qui est la même 
pour u = 0, c'est-à-dire l’unité. On en conclut la formule 


Me} Se Da es 
né T és | CI 


GE 14270 LL) 0 DH HEEHE 


qui fait connaître la valeur de K au moyen de celle de k et de celle 


! 


de p ou du rapport 


En ajoutant les formules (20) et (21), où l’on aura fait dans la 


. Ar Rte { 
première x —0, dans la seconde x — -; il viendra 
2 


2 I 21 
Dr : re ? 
1°? han —1)p 5h20 
1 o(—1)"7 
—=2> EE 5 Fax RO 3 
1° Sh?{ ’ 
1 


DER fe Sh 2% 


Si de la somme de ces deux égalités nous retranchons l'égalité (22) 
O O 
il vient cette autre formule plus simple : 


(23) 


Le 


D — 1 SNA Tu 
Dre) =>" De 
Sh{4r —2)p TT 


1361. En opérant sur la formule (3) comme nous avons fait 
sur la formule (2), on obtiendra le développement de dn?u sous 
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la forme 
1 co co 
; : I COS272x 
dv 1 PTT +2 a 
Ch?2%0 Sh2z2b 
re 1 
(24) 
nc 
= 1 + px : pee Aile — COS22T 
[ + tu AT re fa 
SAUT 
TRANSFORMATION DE LANDEN. — CALCUL NUMÉRIQUE DES INTÉGRALES 


ELLIPTIQUES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 
1362. Si, dans l'égalité 


= | 2 — argsn(z, 4), 
2 2 
«o Vi si k°z°) 


1 LR : 
on change k en DE l'intégrale & se changera dans la suivante, 
À | 


cz 1 13 
de — — f SE — = Au, 
2° te au DEN Es) (T0 20) 
:) 


ou encore, si l’on change zen Æz;, 


és «le. z 
| et 
He —_—————— —————— — argsn(z,, À) = arg (- , 


Donc, en égalant les deux expressions de w, on a Ja relation 


1 z 
(1) arg sn (2, : —  arg sn ( ) 2 
\ t 


d’où l’on tire, réciproquement, 


I 
9) 5 sn (au, r)=4 sn{u, À). 


Lt 


Donc si, dans la fonction sn{u, k), on change le module # en : : 
t 


et l'argument w en ku, la fonction sera multipliée par #. 
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De l'équation (2) on tire, pour les valeurs des autres fonctions 


elliptiques de (au, ;) ’ 


| cn Liu, 1) = Vi D Vi— A’entlu, éi=doiu 


3 UN a re 
du (4 3) + VAE ie Vi—sn°|[”,#) ND à 


En posant, pour abréger, 


2 


/ 
I I 
tang — am (au, DE (2 
t 


on en conclut 


(a, +) 
1 Cola Ru 
8}; dune ksnu 


=— —— — —— © = ——— EE C'ÉC. 
(4) .) VERT 1 + dnx 


1 + cn Lux, 7 


On en tire, réciproquement, 


1— 2 or 
dan," Ksnu— 


; ———; etc. 
I-- 1 + 


En faisant snu = z, et substituant ces valeurs dans l’équation 
| 


k == EE 
/ : 9 G 


on aura 


1363. Si l’on pose maintenant 


T7 7 een Ki 


D és = 


2 TR 
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l'égalité (5) deviendra 
+ AU NE dy 
É et le 


(6) 


Donc, si l’on considère un nouveau module / et un nouvel ar- 
gument p, liés aux anciens, À et u, par deux relations auxquelles 
on peut donner les formes suivantes : 


1— 4" — 2 V4’ 1— { 2 VE 
hs DREERCTERRE _ ki A pi ANR 
(7) RER NE RÉ He Lt A 
2 f/ 2 
(8) p— : L, ‘Uu — al el RUES p 


et dans lesquelles w et y varient dans un rapport constant, les fonc- 
tions elliptiques correspondantes aux deux systèmes {u, k), (vw, Ê) 
seront liées entre elles par la relation 


ni AE en: ATEBNE 2: 
(9) RE AS AVENANT 


Nous conviendrons, pour abréger l'écriture, de rapporter au 
module / toutes les fonctions elliptiques de l'argument # où le 
module ne sera pas explicitement indiqué. Nous aurons, d’après 


V? ; : I ’ I — dnz 
Noné 0 ANno AM U | PI RAUEe 
8 2 We I dnu 


_\ratrenu= vs = Esre 


 —— RE  ——) 
VI + ASÛ0U + Vi = oscille 


ce qui donne 
VE Pur Vl.sno 
10 I— ksnu y — .sne 
On voit par là que z—snu et y — sny sont liés entre eux par 
une relation du premier degré en z et du second degré en y. Cette 
transformation du système (z, À) dans le système (y, /) est dite, 


pour cette raison, une transformation du second degré. 
1h _r+i 


. 


Comme on a - ou 1, il s'ensuit des équations (7) 
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et (8) que l'on a à la fois 


ee 


1 


VE LPetO Ur M 
I 


Donc la transformation précédente diminue à la fois les valeurs 
du module et de l’argument des fonctions elliptiques. 


1364. Des équations (10) ou (11) on peut tirer les valeurs de 
toutes les fonctions elliptiques de (v, {) au moyen des fonctions 
elliptiques de {u, £). On trouve, par exemple, 


(+ His = an (a 
SIUVRE=—= 

Poe ne n° 

> dnu -- k’ 

GCUUE== ER ARE 
1 — 4’ 1 + dnu 

‘dnu + À SENE 
dnv — : 
PE 14 re 1 dnu 


tn oe 


ee in &, 
ane I + 


: 1 Tour OUEN 
SITE == RC 
TE KL dnu 

Var fe "à dx 

encre = ———— ; 

(13) 1— À \ k'+ dnu 


d Le ti DOTE 
nCp — RS nee 
/ en k + dnu” 


dnce 


RE — 


et — l)tnu. 
tnce 


À ces formules on peut joindre celles qui donnent les fonctions 
elliptiques du double de l'argument v. On a, par les formules (24) 
du n° 1315, 

cn? u — sn° u dn°? 
CR 


dn?u — }?sn?ucn°u 
dn2u = ——— —_———— 


1— A?sn'u 


TRANSFORMATION DE LANDEN, 
æ a , 
S1 l’on pose, pour abréger, 


Vi + dn2u = U, 


2, BORNE MT. & 
Ve 7 Vdn2u+k=S, 


fo es Dh EURE 
or ÿdn2u == RO LT 


on aura, par les formules précédentes, 


| Ÿ 
dn2r— —, cn2r — 


4} 
U U 


Or on trouve facilement 


1 I 
—(S+T}—=1+cn2u— —{(1— dnau), 
4 = 
: { 


à \ J 
=(S—T}}—=1—cn2u — — (1 — dn2w). 
k° / 


t 


En mettant pour cn2u, dn 2u leurs valeurs en sn°?u, 1l vient 


2(1 — k?sn°u) 


I dn2u4 — sn 117 
1 "sn z 
2 k? (sn? u — sn'u) 
HONTE ERA RS : 
TT 
2 (x — sn?u) 
CODE 
1 —##sn" 
2 ( sn? u — k?sn*u ) 
1 Co : . 
n—'Asntx 
c/ G\ 
D'après cela, 
S + T V2.cn?x S —T V2.k'sn° 
© = — = —--—— , 
c ; /, / 9 J 
: Vi— #'sn'u : Vis 4 


et par conséquent 


cn? u + k'sn°?u C2 Sn 7 
CPC RE 
dn° «x du” « 


ou, sous une autre forme, 


dn2r — cnu sncu + snu CnCu, 


(14) cn29 — CNuUSNCU — SN CNC4. 
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3 ’ u : nr | 
1365. Puisque — est constant, on aura, pouru=K, p== — 
( 


K. 


2 


Or les formules précédentes donnent, pour u = K, cne — 0, sans 
que la fonction env puisse s’évanouir pour une valeur de u com- 


prise entre o et K, et, comme u et v croissent dans le même sens, 
BA 


; I NUS NE: 
il faut que la valeur K soit égale au quadrant elliptique L 


2 


correspondant au module /. On a donc 


4e 
(15) Rite 


È 2 


De même, si l’on change uw en iu, » se change en &v, et la valeur 
(12) de env devient 


[ / in HR CII 1 — #'snc' x snc’ 4 
en? ae \ dn'u + cn'« 1+sne 


On aura en’ —0, et par suite # — le quadrant complémentaire L' 


correspondant au module /”, lorsqu'on donnera à & une valeur telle 
que l’on ait 


SnGu Sn RECENT ER TS ROME ERNST 


d'où Æu— 2K°. Comme u et » sont de même signe, on prendra 
ici le signe +, de sorte que 2 K’et F/ sont deux valeurs correspon- 


IA 
dantes de u et de v. Donc le rapport de ces deux valeurs est =, 
2 


c’est-à-dire que l’on a 


10 


°2K'—{1- #7) K’. 
2 


(16) LE 


Les équations (15) et (16) donnent 


(17) 0 OU CS — 


Donc, si l’on désigne par 


ce que devient la quantité g lorsqu'on change Æ en /, on aura 


(18) pe TU 
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1566. Si l’on représente sn u par z, snv par y, l'équation (10) 
NU Var rratlc 


NP 
VI+Az+ Vi kz 


] 


pourra s’écrire sous la {orme 


The 


( Draps L 
(19) À Die 


Telle est la forme la plus simple de la relation entre les fonctions 
snu, Sn, qui à fait donner au passage de l’une de ces valeurs à 
l’autre le nom de transformation du second degré [1365 |. 


1307. La transformation que nous venons d'exposer, et dont la 
découverte est due à Landen, fournit une des méthodes les plus 
simples pour le calcul numérique des intégrales de première espèce. 

S1 l’on applique plusieurs fois de suite cette transformation, on 
obuendra une série indéfinie de modules complémentaires 


dont chacun se déduit du précédent en vertu de la formule 


; DU 
20 à 
\ ) P 1 — ES 


Le calcul des quantités Æ! acquiert une grande symétrie si l’on 
I P q O à 
pose 


72 / 7 ! D 
(21) Ra ASS HONOR, k — —, QAONCK, 
nt nt; 


auquel cas la formule (20) devient 


Ur Vip pi < 
di 1 
Mp 1 (mes "= 15) 


à 


le rapport des nombres 2, my étant seul déterminé, on pourra 
supposer ces nombres respectivement égaux aux deux termes de 
la fraction du second membre, ce qui donne 


MAN ET ue 
D=1 ri 
Pt pe My ltp. us 


My — 
à 2, 
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La détermination de ces deux suites de zombres modulaires se 
fera donc par le calcul de deux suites de moyennes, les unes 
arithmétiques, les autres géométriques. On aura ainsi successive- 


ment 
PLEINE Mi + 7, 
HONTE PRET CR QE RE re ap Lo: 
2, ; 2 
HUE Pas / 
PNR SAUT DRE ONE 


Ces deux suites sont l’une décroissante, l’autre croissante, et 
chaque nombre de la seconde est toujours moindre que son cor- 
respondant de la première, tandis que la différence de ces deux 
nombres décroît indéfiniment. Les nombres des deux suites tendent 
ainsi vers une limite commune , comprise entre 1 et }’, et dont 
ils se rapprochent très-rapidement. 

En même temps, les rapports (21) convergent vers l’unité, et, 
au bout d’un petit nombre d’opérations, on parviendra à une 


valeur k, sensiblement = 1.On pourra considérer alors KI=NN ii 
2 7 ’ A Te 2 , 
comme nul, et par suite K, comme égal à = C’est ce qui résulte de 
2 


la relation (17) du n° 1365, d’après laquelle on a 


rl A 
| K 
L PRE 


K 1e 


PDP 
. } , à ; TN : 3 
K, ne pouvant jamais devenir moindre que —; KR? doit donc croître 
2 
indéfiniment, et, par suite, À, doit converger vers l'unité et#, vers 
ZÉTO. 
1368. Cela posé, la relation entre deux quadrants consécutifs 


2 mn 


: | à =1 
fe IR 
DA 7 D P 
1 + Ro Mh 
amènera la suite d’égalités 

Kerr: K;, 77; Rhin; 
= == LL sr =. ... —— ZE — — 
K; m; K> DE K} np 


qui, étant multipliées entre elles, donnent 


K=— KR}. 
Mh 


CALCUL NUMÉRIQUE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 397 
Si p est assez grand pour qu'on puisse supposer 7», égal à la 


PS T : 
limite n, et K, — -; on aura alors, à cause de m=1, 
22 


S1 l’on fait le calcul analogue en remplaçant le module Æ’ par #, 


on obtiendra la valeur du quadrant complémentaire K’, et par suite 
celles de 
DIN Te RE CIC 


1369. Considérons maintenant une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce et d’argument quelconque, donnée par son module Æ 
et par une quelconque de ses fonctions inverses snu, cnu, ..., 
ou, ce qui revient au même, par son amplitude © : 


Aux diverses valeurs de le, obtenues par la transformation pré- 
cédente correspondent diverses valeurs de dnu ou A. En rem- 
plaçant #°, par sa valeur (21), et posant 


Ve V7, CDS Cr ny Sin? Pp» 


on aura, pour la p"*° valeur transformée, 


Si l’on substitue dans la troisième équation (12) du n° 1364, 


d dnu +# 4 
Ua — ter PE STI RCA 
si _— dnu +1: 4 


la valeur précédente, on aura généralement 
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on en re les deux formules 


12 HE p-1 p—1 I = DE Eh M hp) Vp—J (l —- Z p—4 
Lp bus nc dÉaGr El CE ÉGCRSE 4 Yp PEREL CT AE Ar ] 
M IE nm, LE 4 


au moyen desquelles on formera deux suites de nombres, 


Dis Mas +. Mps ous 


correspondants aux nombres modulaires mh, np. 


lp ' e 
Lesnombhre mue tendront vers la limite 
Ÿ 
D 


Va COS" 9 + 1° ? sin? 2 1 


Vs 
el par suite les nombres p», v, vers l'unité; donc — tendra aussi 
Hp 


vers l'unité. Or on a, d’après les formules de en (8) 


du n° 1363, 


UE 


Donc la limite de Up estnu OU:C: 
De plus, par la quatrième formule (12) du n° 1364. 


LPO, Mn en u, 


dn u, va 


nu, _1 — 


np 


, lorsque p est assez grand et k, sensiblement nul, tnw, se con- 
fond avec tangu, ou tangx. On a donc, en multipliant entre elles 


les égalités 


m : PER ET mi 
EN UE AO MN ANS NES 
Vi V2 
l'équation 
m M; p=1 
MU ESNANGO EL ONNRLAana Er 
Vi Ve Vp 


d'où l’on tire, à cause de m—1 et de V, =", 


Lang r = NU Mo. «pi lang ?- 
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Connaissant x au moyen de cette équation, on en déduira la 
valeur de 


Rio ner 


On aurait également pu, en partant des formules 


(1 + #'\snx (1+ k')enx 


> SNCU = ————— ) 
1 LL dnx + dnu 


SH 


calculer des expressions de sin x, cosx, analogues à celles de tangx. 
Le calcul numérique de ces expressions est notablement simplifié 
par l'emploi des logarithmes d’addition et de soustraction. 


1370. Les mêmes nombres modulaires qui ont servi à calculer K 
peuvent aussi conduire à la valeur de g, et par suite aussi à la 
valeur de K’. Pour le démontrer, posons 


1 L L 
UE EE NN TU PA ET ESS 
—__ 1+g\i1+d9 a) en 
produit dont il est facile d'établir la convergence, lorsque gq est 
moindre que l'unité. En vertu des identités 


le produit pourra se mettre successivement sous les formes sui- 


vantes : 
UE MR MTE 
; m6) NT ft pre HAT 
NON 
Te ee 9 Lrt9 
ñ 
FC D No 0, | a. 
aie ee .) 
16 _ il 
sr D TT TN ELA 
mg) (EE 
ou enfin 


17: 
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ce que l’on aurait pu conclure immédiatement de la première 
transformation, qui peut s'écrire sous la forme 


Le (t — q)VT. 


On a donc, quel que soit 4, 


4 APE Gb JA — q* 8 
I— 4 — ———— | VE 2e CPC 
+9) lt 19 ets) 


Or nous avons trouvé [1336 | 


T—— EE NEA 


% / n & 
V “ =Ir: ; Se + qi? 


et par suite, la transformation de Landen changeant 4 en g?[1365|, 


2(27+1) 


TUE ai 
VE = TT een? 


ee Fra 


VA. F' 
“I 1H qe qi (241)? 


Donc le produit 


y (Ur em 
V4 REA RAR Mn: 


est égal au produit de toutes les expressions 


il À 
T— 2n+1 1 2(272+1) À (2n2+1) 
ee 1 (= LT 2n+1) 2 pars .. it ns gr 


dans lequel on aura donné à à toutes les valeurs entières, de zéro 
à l'infini. Donc 


ET d FANS 
(a) Vrsiri... TI (1— gt), 
0 
Or, d’après ce que nous avons établi au n° 1336, on a 


Ra or A TaU 
D Ve 


’ 
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d’où l’on ture, en vertu de la relation MM'N'= r, 


D) 


1 
24 q{ + 7! der N° RE RET 2n+-1 \6 
ATEN MS ESS EN 


Ô 


Donc, en vertu de la formule {1}, on aura 


ou, en mettant pour #, k,... leurs expressions au moyen des 


nombres modulaires, 


1 1 F* 
6 4? AS VOA US ce | : 
{ Es.) CPE —— ———— —— — *.e e. 
1 56k mi \ 3 M 


ci ‘ . F L j 
Connaissant 7, on en tirera les valeurs de 


Ï I ï I 
19 = -log-—3%:K", K'— __oe 


2 q 21 q 


1371. On peut encore déduire des formules de transformation 
établies au n° 1364 une méthode très-prompte pour calculer dans 
tous les cas la valeur d’une intégrale de première espèce, donnée 
par son module et son amplitude. Cette méthode est surtout com- 
mode lorsqu'on fait usage des Tables qui donnent les valeurs de 


I 
log correspondantes à celles de logx. 


Tr 

En appliquant à l’intégrale u deux transformations successives, 
la première changeant (u, k, 4) en (v, £, g?), la seconde changeant 
(w, Lg?) en (w, À, g), les formules (14) du n° 18364 donneront 


CU 24 == CNP SNCP —- SNp CNCP. 


dn2:v = car snce + sns cncv. 


Si l’on remplace maintenant les fonctions de 6 par leurs valeurs 
tirées des formules (12) et (13) du même numéro, on trouvera, par 


un calcul facile, 
cn24 I + V4 dnu —.V# 


dn24. 5 ÿk dnu + VF 
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ne ; à cn 24 
Exprimons maintenant le rapport — 


au moyen des fonctions#, 
dn 214 


en remarquant que la transformation de Landen, laissant le rap- 


« K 
port ==; constant, ne change pas la valeur du rapport 
F 


TU Tv 
ee SL T; 
2 K 2 L 
il viendra 
cn 2.4 10912000 à 


dn2w V? d312%, q°) 


À l’aide des relations 


mn © OL 2, 
du 1+ Ve 1 + ÿ# 
on en Lire 
(4) I An 4 —4/#" à g{cos2x + qeosbx +...) 
2 dnu + V4’ 1 + 2g"cos4x + 2ql6cos8x +... 


Si l’on fait maintenant x — 0 dans cette équation, et que l’on 
pose 


dre 


2 Te 


il vient 
{ 8 21 \ 
(5) A FAR RTE) 


\ Ru + A6 ? 
HOT URSS SE 


équation d’où l’on peut tirer la valeur de g au moyen de celle de », 
soit par la méthode des substitutions successives, soit en dévelop- 
pant g suivant les puissances de & par la méthode des coefficients 
indéterminés. Dans ce dernier cas, on aura une série de la forme 


q —= açu + au + aju° +... 
En effectuant le calcul des coefficients, on trouve 


(6) | qg—=u+2u+ibet+ 1bo0t +... 


Si l’on développe à son tour # en fonction de k, on obtiendra 
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cette autre série 


x k? À* 4 2,1 4S 
qu I1=E— + _— - 
4 10 92 


1021 


Connaissant 4, on en tirera successivement 


DK : ; 
— =[$,(0)P—{r+ 20) (1+ fat + 3608 +. ..), 
I 
(8) o— — log; 
Et 
2kK 


K'= —0—=plitou)(r+hat+...)=pli+ Ag +...) 
T 


? : 3 FONx Av 
Pour avoir maintenant uw, représentons la quantité —— ou — 
k V4! 
LR OIANET ec 
pit d'où 
SORA AT 
DT ENT: 
me À 


L'équation (4) deviendra, en y négligeant les puissances de 4 ou 
de « supérieures à la huitième, 


sx 


(9) COS2x = — [1 — oil + jut)sint2x] 
. 24. 
En résolvant cette équation par approximations successives, lors- 
que a‘ n’est pas négligeable, on aura la valeur de 2x, et par suite 
celle de 
L K 


FE ie HE " or: 


1372. Tant que les quantités À et 4 ne sont pas très-voisines de 
l'unité, ces formules seront rapidement convergentes. Ainsi, pour 
É=arcsin ke <e 7 on aq Ÿ _ d'où g" << RTE de sorte que la 
huitième puissance de 4 est sans influence sur la dixième décimale. 

Mais si Æ et 4 approchent de l'unité, on prendra, au lieu des for- 
mules précédentes, cette autre série de formules, d’autant plus 
avantageuse que À et 4 seront plus voisins de 1; ces formules se 
déduiront sans peine des précédentes, en prenant pour $, et #, les 


Lt 


264 LIVRE VI. — CHAP. IV, S vil, 


expressions (14) du n° 1346. 


NU A9 I re 
= — RE Mt «| A Vi + #'iang'o — 5 . 
3) / » EPS / e : 1 — E! 
1H VA VéA.coso V4 
ne A9 — VE.coso 
ES — = ? 
A9 + VÆ.cos 
ne k'# 214'6 
i Natez LOU LAB r Le NET tS Se £ 
FO RS 10 1024 1 
2 K' e 
—— —[9,{0,g" P=(i+2a P(r1+ Ai + ; 
I ; , AC 
p = —logq", GE, Te 
2" K' 
Ch22 — rs [ai —— 4 a \T + Sr 5h al E (p) = x = "01e 
24 TT 
1373. Exemple. — Proposons-nous de calculer la valeur de 
l'intégrale 
? do 


= Ré 


v 0 Vi — à sin’ 
correspondante aux valeurs 


We04 0 1), 


f' == Sin 01,0 ==si1920); 


Nous supposerons que le lecteur ait entre les mains une Table des 
logarithmes d’addition et de soustraction, disposée, par exemple, 
comme celle qui est contenue dans les pages 8 à 11 de notre 
Recueil de formules et de Tables numériques. De plus, on a un 
immense avantage à employer, dans ces sortes de calculs, les Tables 
construites suivant la division décimale du quadrant, telles que les 
Tables de Plauzoles, ou celles de Hobert et Ideler. 

H faut commencer par calculer les valeurs des constantes K, 
g, K', qui dépendent du module 4. Nous emploierons d’abord la 
transformation de Landen. On a les valeurs logarithmiques sui- 
vantLes : 


d’où 
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Hell. MAO 6,00000 

CHU Lom Nr 0615000 

n 

Lors . ‘. . . . , l 8 8 

m 1899 
171 1] 

CS PR EN ES : 0,1100 
m '' 

m à 

A0 ED RE I ,09897 

RS DER TS A Re CR I ,48998 

m+n 
PE DES T,01992 
2 

Ph TRE OR E- Der 1,74499 

ls 

RU S DONT eye Le eus es eue ss sis ° I D O 

m 292907 
72 

PR ref ns à 0,20701 
m 

m, 

SR. . 0 DDC NONC 1,51489 
= 
HR RS Re Ne NT ter ed, 1 ,960g1 
My 7 D 
PR tort 1,79190 
HE Vin CEE TR 0 SHOT, 78046 

UE 
—— . ee + « © © ° enale le sale I 856 
m) 99 
ñ, 
LE PA TO RE EE 0,30031 
mn, 
m ; 
Le ° .…. . ° T ,48087 
2 
M To. @ lee, de 6e 7 sie ee» =. 8701) e I , 50236 
Ms Man sc. et 1,70118 
T 
RE Diner 0,10961 
> ne 
T 
K ET à . . e . 0,41494 
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Pour calculer 4, nous prendrons la formule (2) du n° 1370. On 


trouve 


JE 

Aa 1 ,96454 
(a) Tr AT os tete T ,964 { 

| 

Na \” 

PE TM, RTS ( 
(=) ï 399904 
Rens De 0 MUR 1 ,90418 
D'PÉSRER SE MR EMNENR T ,89254 
ER RE LE RON PARLE 1,95641 
ID PMR TEE —) 0,69{10 
DR PRET RS RTE à T,15485 
I 
9. SU OO NOT CNE ONE ONE Qu € 0,84515 
Jap déc ee 1 ,92694 
mod. des log. déc. ....... 0 , 30222 
D AT ESA Re —} 0,08221 
RARE ER PERS ..  0,2060ÿ 


Le calcul aurait été un peu plus simple si l’on avait commencé 
par la détermination de K’. On aurait eu, de cette manière, 


BMP SE GE A 0 ,00000 

CR PC 1,97821 

n' 

LU 1 821 

m' »97 

co nm 

des M ENTER TES 0,2Q02 
m' LE AN 

m 

= di TN D CNP DUREE Re à T1 ,69897 5 


OS U EE PET TS DU SR T1,97821 
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D SO TANT D Pin. T ,98924 
74 RE A RE PE THE T,99910 
n ; 
1 = . 
A A A: Arr . _1,99990 
n 
1 
re rn D OO DR I 0. id . 0, 30096 
1 
(4 
sn 
EE RAS Ie DR : 1,68821 
2 
! € 
min, RAA ë I ,97834 
! ! ! 
Mj—=N;y—=Nn ...... 1 ,98917 
T 
AU TOO ER 0,19612 
re, RER ST ESNAEE 0 ,20005 
F) 
! 2 
71, = 
——— Lai 
rar so 
1 
19 _ 
RIRE ARRET NAT ARR 3 ,97996 
Re die CPS Re UE 709 
! D 
SR EE En Le 3,70742 
I 
UT NM Ce > ,20258 
ê 
I 
log PU PT ANNE 0,34203 
mod. des log, déc. DMA0202 
DAT RE PAT SNNRREE M —). 0,29020 
PRE ve 0,41495 
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On peut apprécier d’après cela l'avantage que l’on a, dans les 


cas ordinaires, à commencer par le calcul du plus petit des deux 


quadrants K, K’. 


On a maintenant 


als Sante, se PU 0 SC 0. 
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OCR APPEL DTA T,98923 98 
id 5 JR PACE Que CURE T,99641 26 
AÉSIO R CE  UE T,94565 24 
= Fisin 0 A0 ee 1,07050 55 
API... 0 103020 
PR EN CE RE De 1,48998 
NET Nr etat rate ie 1,99473 
entr 0,18404 PART TO TDi 1+v.... 0,27808 
Un 
PRE D MES TE T,93925 PARUS 1,95473 1+u... O0,12007 
1 + \*tt 
(+ 1509! — 15091 
(=) tn at (—) 169 
ne a ete 1,97024 A 0 00700 
a RE PE AO TE A Er e ne 0,03402 [+ %... 0,29002 
1 
TARN MALTE TU 1705012 567) ÉD 000200 1+ um... 0,26980 
fer = y NE 
(E i (+) 2822 …..(—) 2822 
I + LU: ; 4 
EN 1 ,99736 VéceeT: 00070 
FEMMES 400 ;00072 RER E 0 ,00072 I 3... 0,930097 
Lit sherl bi e dd T ,99808 Vos T ,99995 IH ho. 0,30037 
1 + = ? = : 
(: ee 2] (+) 60 .….(—) 60 
ne EN 0 ,00000 V4 4000 ,00000 Hi Vs) 
De Daltirle sie hr es 1,70118 
NE SN NM US OI 
RE ARE D re de VUE I ,99968 
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PAL ARS SR en 0,91927 
T=— 01,81136 


ftentquadr,). 002: 1011004022 
PR MANATEENRREE ATET 0,41495 
DR UE HR ET 0: 0,32417 


On aurait pu aussi calculer directement K — w en remplaçant 


of 
t 


I ; : 
> INCUu— = — ; ce qui aurait un peu 
A9 £" tang 


dnu et tnu par dncu — 

abrégé les opérations. 
Appliquons maintenant au même exemple la méthode du 

n° 1371. Il est avantageux dans ce cas de faire usage de la Table 


IT 
pour chaque valeur 


qui donne la valeur de la fonction log 


alor: 


Dans l'exemple actuel, on a 


(AT EE IS RARES RER 1,74499 
1 +- 4’ I e 
AT ere D RAD 0,04449 
RAT D ere A CLR T,45551 
ERA AO CREER 1,15448 
FRE ULB LS ARR 4,61792 
LR EE de er RE EU AE 36 
CREER EUR 1,12484 
CA M PM OL à 0,21812 
RAT Cr ARR Are En 72 
Tr 
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/ 
AGP hs RAM 2 F,53025 
VE RE AA cles rs ET à 1,74499 
Ar 
A PE PE T,79026 
VE 
Ag 
1 —- . 
E = — MR RAT Er —1,37454 
. 
IS 
V£' 
ANA LA ER RE RS Ra à 149001 
COST RE 2 -Cade RC S He 0IO0S 


Site 1,493 
TE MT Es Re 210 
CIE UT. —/,713 
1 Ha ere et 23 
COS SP ER RC RCE EE —T,91980 


re 114,62252 
mOi 61100 


CICYEV 


$ VIII. 


DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE. 


1974880 l'intégrale 


vz Tone 
VE dz FT ÉTUES D 
: 1 — z° 


En suivant la même méthode qu’au n° 1262, on verrait d’abord que 
cette intégrale admet les mêmes points de ramification et les mêmes 
contours élémentaires que l'intégrale elliptique de première espèce. 

Si l’on parcourt le contour élémentaire (+1), l'intégrale prise 
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le long de ce contour sera égale à 2E, E étant l'intégrale com- 


plète de seconde espèce 
LA: = 7 F 
E—f de rire 


On reconnait ensuite que, si lon parcourt alternativement les 
contours élémentaires (+1) et (—1), l'intégrale croîtra d’un 
multiple de la période 2E, le radical ayant, à la fin, le même signe 
qu'au départ ou un signe contraire, suivant que le multiple en 


question sera pair ou impair. 
13175. Supposons maintenant que l’on parcoure le contour 


Û 


Li 12 LA - L2 2 . 
(+ +) , en évitant le point +1 sur un demi-cercle supérieur, de 


rayon infiniment petit r. On aura d’abord, de o à 1 — 7°, l'intégrale 
\ 


dont la limite est E. 
Si l’on pose 


Die lo ni 2 Es 
l'intéer nise le long du demi-cercle ser 
intégt ale prise G On$ au demi-cercie sera 


1 DRE; 
5 DUT 

— T° Ze”  dp, 
“T7 


ou, Z étant sensiblement constant, 
v: 
(2 ie PNA L Z: 


Donc l'intégrale prise à partr de z— 1+ 7 aura une valeur imagi- 
naire positive, de la forme -+ 1? : telle sera donc la forme de lin- 


k FRET 
lï + 427? 
dz VAE recu 

en re 


tégrale 
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IV, $ Virr. 
dont la limite est 


I 
k AC 
Î 3 1 — {27° 
CR 1 + 


Si l’on fait, dans cette dernière intégrale, 


elle prendra la forme 


I PC AR DES C0 | 9 
7 , 1— z ° | F° 
th dz —— = ( I 

ë (1— 4272} 


) dz’ 
1— 423? Vli 2 


) ( 4"? 12 ) ? 
1 1 He 
en introduisant l'amplitude @'= arcsinz', et posant 
Alo'— 1 —#27? 

ñ 2) 


O 


ou bien, 


LA"? dz' V = Se : é Ar 
0 (x Nr 20 4 te 


I 
DYATO . lo 
Or on a [1505], en faisant / : 


NE = Vi, 


, ! ! 
I SINY COS® 
ll 
PE LP 
t 


£'2 : A'9" ? 
c'est-à-dire 
A 
MONTE k'? sin cos! 
2 1 er z! ' k ? D 
= à f de Ge cn 
& O ie 


? 


A' CL 


l'intégrale E’(9") correspondant, comme A+’, au module 4’ 
Donc 


fe Ve es CIE — fs ee k' 4? sing’ coso' COS © 
1 2 


, 
A? . — 
el, par suite, 


g? étant positif. 
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D 
LS | 
V5 


14e 

AP DITLEUERZ — ; jusqu'à z — w , chacun des deux radicaux 
Vi— 2°, Vi— A2? ayant été muluüplhié par z, leur quotient sera 
réel et positif, et 1l en sera de même de l'élément de l'intégrale 


el par suite de l'intégrale elle-même. 

Si maintenant, du centre O avec un rayon infiniment grand R, 
on décrit un quart de cercle allant de l’axe des x positifs à l'axe 
des y positifs, l'intégrale devient, pour z = Re’, 


T 
R de ele: DRE EN PRET: 
ù Re? — ; SC | 


Enfin l'intégrale prise depuis ic jusqu’à o sera 


TH Ar 
se 7 fa 
R SAN on 


En égalant à zéro l’intégrale prise le long du contour total du 
quart de cercle, dont l'aire ne contient aucun point de ramification, 
on aura l'égalité 


E+i{(K'—E)+f?+kR(i—1)— ik —o, 
qui se décompose dans les deux suivantes : 
ESS ER = Oo RE EP AR 4 —0: 


Le terme f? étant positif, —ÆR doit être négatif, et, par suite, 
+ kR doit être positif dans la seconde égalité. Donc l'intégrale 


0 FE + ke? y? : À , . , £ : AT . 
dy \/ ———; doit être négative, comme il était aisé de le voir 
He 


a priori, et elle est infinie avec KR. 


pie mlinst 
On a donc enfin, pour l'intégrale prise de : à + 7° Suivant le 


chemin indiqué, 
E —- i(K'— E’ js 
H. — Cours de Calc. infinit., IV. 18 
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Donc l'intégrale prise le long du second contour élémentaire sera 


Si l’on ajoute maintenant aux parcours répétés des quatre con- 
tours élémentaires un chemin rectiligne, et que s soit lintégrale 
prise le long de ce chemin, lorsque les deux radicaux /1— 2?, 
V1 — k? 7° partent de O avec la valeur + 1, la valeur générale de 


l'intégrale E{®) ou elu sera 
elu—=2{m+n)E +omi(K'—E )+{(—i)"+2, 
ou, si l’on remplace m+ 7 par y, n par », 


elu —2uE + 2vi(K'— E')+(—:1)rv. 


1376. D’après la définition, on a 


c) ul 
(1) el = syd= [ dn° x du. 
(9) (0) 


On en üre aisément | 1308] 


Que ? sin?o 
13 e | SH due il - do —=u—elu, 
Ac : 
0 0 ? 


° SE *? cos? A. 
(5) 4° COM UMA ET dy —elu — k'?u, 
9 0 29 
pi ? tance? o 
(4) | tn? du — ue | HAL do — tnudnu — elu. 
[o) A9 


Si l’on change uw en iu, on a [1319] 


U An’ ir l 
. = el(iu)= An? iu du =[ de — [+ : —_— 
cn°?u Vli— 2? NT 2) 


(0) 


in dz APE 
5. 0 h—2)Vh—2)(i 422) z?}(1— 42?) Vli—z*)(1— #27 LE 


Or on déduit facilement, de la formule (1) du n° 1306, 


u 
dut 
ef — tn'u dn’u + Lu — el'u. 
Le) 


Qt 
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I 
(5) — eléu = u — el! u + tn'zdn'4. 
[A 


1377. Le théorème d’addition pour les intégrales de seconde 
espèce. — Reprenons les notations du n° 827, V, et posons, de 


plus, 
Elo)+E(y)=U. 


On en tre, en différentiant, 

(6) A9 do + AA AU; 

équation à laquelle il faut Joindre la suivante : 
do' d; 
ARS ar 


ou 


Ay do + Aody = 0. 
Cette équation, ajoutée à l'équation (6), donne 
dU — (AS + Ay) (do + Hole 


On a d’ailleurs, en posant © + y —p, 


Ao + Ay—Bsinp, où B— 


donc 
dU = B sinpdp, 
d’où 
Ù = — B cosp + C, 
c’est-à-dire 
AG LT 


PAPERS cos(y + x) + C. 


sin ç 


Pour déterminer la constante C, faisons 6 — o, d'où y = 6, et, 
par suite, 


AT HIT 
E(c)—=— : cosc + C. 
Sin 
On en tire, par soustraction, 
AG +1 F 
E(o)+E(x) — Elo) = — da [cos(p + x) — cosc|, 
(’} 


18. 


276 LIVRE VI. — CHAP. IV, $ VILI. 


ou, en vertu de la relation trouvée au n° 827, 


AT HI 
E!: Hay 7 _. — ee = ; . , / a ï 
E(9)+E(x)—E(s)= —— sinysinx(1— Ac) 
ou enfin 
E(o)+E{z)—E(c) — 4?sinysinysino, 
c'est-à-dire 
(7) elu + els — elfu + v) — ?snusne snlu +e), 


Si l’on suppose 
u+v—=kK, 
il vient alors 


d É sn u CN 
Fret el{K = u) — E — /’snu sncu — #4? RP 
nu 


1378. L’équation (3) conduit immédiatement au théorème de 
Fagnano [746]. Si l’on désigne, en effet, par asino, b coso les 


Fig. 108. 


coordonnées du point M’ {fig.108), et par asiny, b cosy celles du 
point M; si, de plus, on pose 


g Ami) y amis"), 
k étant égal à l’excentricité de l’ellipse, on aura, pour p = K — u, 


k? sin o coso 
Efr) PERS 
; à 
c’est-à-dire 
al? sin ? COS ® 
——— ) 


A? 


BM'— AM — 


expression égale à —} ou à MT, si l’on a pris p= v. 
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1379. Le théorème d’addition permet d’exprimer, à l’aide de 
fonctions d’arguments réels, une intégrale de seconde espèce 
ayant un argument complexe uw +iv. On a, en effet, par la for- 


mule (7), 


el(u + à)— elu + el — Æ?snusnivsn(u + iv), 
ou, en ayant égard aux formules du n° 1376, 


el{u + iv) = elu + fo — el'v + inv dn'v) 
(a) en « dnu sn'u en'u — sn dn’e 


+ ?snutn've ——— ————— : 
-dn zn v 


1580. Des formules (23) du n° 1349 on tire, en différenuiant, 


Le] 


COS272T 
AD Shane D: log3(x)— = DuZ(u). 


1 


Substituant cette valeur dans la formule (24) du n° 1364, il vient 


co 


L 


> Ch?220 ci à AA 
1 


An tn (io 
Si l’on intègre à parur de u — 0, on en tire 
9 ï 27 | 
elu—"u tr 2 —— | + n° Z{u). 
Ch?2x 9 


1 


En faisant, dans les deux membres, u = K, l’équation devient 


L 
(10) Lt ye KR ÉD eee 


1 


d’où, en éliminant la somme infinie entre ces deux équations, et 


Te ; 
mettant pour n sa valeur nl on conclut la formule 


Z L 


E E 
(11) elu — getZ(u)=gu+aDilogs(x). 
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/ 


1381. 7héorème de Legendre sur les intégrales complètes de 


première et de seconde espèce. — Considérons les intégrales 
? do 
| Fe 
F il Fo ETAPE 
(e) 0 


comme des fonctions des deux variables indépendantes pet. 
Si nous différentions F(0) par rapport à #, on aura 


De 
DeF(#)= | + M 
RNA 


Or la formule (2) du n° 1306 donne, en y faisant 4 = 1 et remar- 


quant que l’on a 


do CPE # Ste 
us — dp |" — + 4 , 
A 0 : \Ao A°% 


; I k Sins cos» 
M ne mel Tr meer 


la relation 


On a ensuite, de la même manière, 


I Hot 
DE(o)=—>©F(p)+2E(r). 


Faisant, dans ces deux dernières équations, 9 — =; on a les deux 
Lou 


relations 


K E K E 
DIRE E. 22 DEP EEn 
(12) À à rs & Kk?? & k : à 


Les quantités k, K étant liées par l’équation 


il en résulte 


et par suite, f désignant une fonction quelconque, 
! Â f 
Dxf (4) = — ge Def (re JE 


D'après cela, si dans les formules (12) on change en 
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aura les valeurs de D,,K’, D;,E’, et par conséquent celles de 


kK' E’ RÉ N AE 
jh j'te 


Si, au moyen des valeurs (1) et (2), on forme la dérivée de 


l'expression 


| H—KE"+ K'E — KK’, 


—_ 


er 


on trouvera que celle dérivée s’annule identiquement. Donc la 
quantité H est indépendante de #, et sa valeur est une constante, 
qu'il est facile de déterminer. Si l’on remplace, dans le second 
membre de (3), K, K’,E, E’ par leurs valeurs 


FIX 13 FT T 
2 de I d; e [ 
ÿré 0 ] / 
; A9 do, Are 
1! A9 L PAT 0) A7 0 ec O0 
où À y — ÿ1—#'?sin?y, on aura | 483 
v£ \ X) 
T w 
» À 29 fi 
0 AS Av I 
H=— | | dde PT a | 
OS 0 A9 AZ  AyAy 
fi TT 
FILS 1— A?sin?o — k'?sin?y 
— do dy —- en) 
ee O tv 0 A9 A ’E 


Cette valeur devient, pour £— 0, A'— 1, 


| A 


T 
Le] 


H = | Î COS AP A 
e/ O 2 


ec O 


nel 


On a donc, entre les quatre intégrales complètes K, K’, E, E’, la 


relation 
= HICR EE LH KR 
(15) : - ou 
| = | S: 
KO RIT 2KK/ 
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1382. Calcul numérique des intégrales elliptiques de seconde 
espèce. — On pourrait appliquer au calcul de ces intégrales la 
méthode des transformations modulaires dont nous avons fait usage 
pour calculer les intégrales de première espèce. On trouvera les 
détails de cette application dans les Traités de Gudermann et de 
Schellbach. Nous nous contenterons ici de rappeler les procédés 
que nous avons indiqués dans ce qui précède, et qui sont suffisants 
dans la pratique. 

On commencera par calculer, par un des procédés exposés plus 
haut, les valeurs des intégrales K, K’, x et des constantes gq, g'. 
On déterminera ensuite la valeur de l’une des intégrales com- 
plètes E, E’, en prenant de préférence celle qui répond au plus 
petit des modules #, À’, et se servant de la série indiquée à la fin 
du n° 459. En posant ainsi, dans le cas où À <<’, 

j ! 
R=Ssin 0 ti="tans 4 == Fm: 
5 1 + 4 
on aura 


L ) [1 al I 
(r — RSR — CUS — | T + (5) 6e Er | | Le (: me4.. | 
' 5) VAE 2 


d’où, en ne conservant que le terme constant, 


Au= cost 2 | + (ir does : 


> , « T . . 
et, en intégrant de o à —; 1l viendra 
2 


: : T Fe M0 
Puisqu’on peut toujours supposer Fe la quantité tang' —, 
: 


par SRROEs à laquelle la série est ordonnée, sera, dans ce cas, 
LA 53 et par suite la série sera très-conve rgente. 


Si la série qui donne la plus grande des intégrales E, E est trop 
peu convergente, on pourra alors tirer cette intégrale de la formule 
de Legendre, établie au numéro précédent. 

On pourrait calculer de la même manière l'intégrale d'amplitude 
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quelconque E{®), dont le développement serait semblable à celui 
que nous avons donné pour F(0)au n° 455, et où entrent directe- 


ment l’amplitude et le module donnés. 
Mais, lorsqu'on a déjà obtenu « et K 


ou g,1lest plus simple de 


calculer E et E(o)=— elu par les formules du n° 1380, 


ce] 


E HA fe T 
UN Do. 


\ / 


— 


1 


E 
elu = :- u + “Ta Dolos tr) 


K 3: 


auxquelles on peut toujours donner une forme, très-convergente. 


Exemple. — Si l'on prend, comme au n° 1373, 


de O0 ATCSiN = 01 0, 


les formules précédentes donneront 


E 
lg 1102000, = IRiI0I 
puis 
E D,S{:r) 
K U—= 0,89340, 1 NT ‘ = 0,15736, 
d’où 


élues 0bo70: 


SALXE 


DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 


1383. Nous avons vu [1308] que la forme générale des intégrales 


de troisième espèce peut se ramener à ce 


Ile-ci, 


1 do 
NS rer 
(9) 


ou, en posant 9 — amu, 


124 ) A9 


{ # du 
Hama, nr)— Er 
1 + 2 S0° 4 
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le module étant toujours représenté par la lettre #, à moins d’in- 
dication contraire. 
Si l’on fait sing = snu = z, l'intégrale deviendra alors 


: \ : dz 
I{arcsinz, 2) — RL ant 1e 
Jo (1+nz)y{i—z)(1 —k?2?) 


L 
et sous cette forme on voit que la fonction sous le signe fa trois 


. 4,5 : - . I - = 
couples de points critiques, savoir les points Ær, E 7» qui lui 
; 


sont communs avec les fonctions correspondantes aux intégrales 
de première et de seconde espèce, et qui, tous les quatre, sont à la 
fois des infinis et des points de ramification de cette fonction, et 


. I : : : . 
les deux points + Ve qui sont simplement des infinis. 
/l 


En considéranties intégrales prises le long des contours élémen- 
taires qui entourent ces six points, on trouvera d'abord, pour les 
quatre premiers, des résultats semblables à ceux que nous avons 
rencontrés dans l'étude des intégrales de première espèce, ce qui 
donnera, pour l'intégrale, deux périodes, correspondant l’une aux 


I 
contours (1), l’autre aux contours c 2 Les deux autres 


/ 


points critiques = jouiront des mêmes propriétés que 


nr 
72 
PE UT ae 
ceux de l'intégrale | ——— [1257]. 
J 1+x2 


Nous engageons le lecteur à reprendre sur l'intégrale IT tous les 
calculs que nous avons développés dans le Chapitre précédent, en 
traitant des intégrales 


[ dz RTE fe dz 
es Co) —— Pt DR a A 
les ee 


On voit ainsi que l'intégrale IT à trois périodes. On pourrait, 


1 


d’après cela, être entraîné par l’analogie à en conclure l’existence 
d’une fonction triplement périodique, inverse de cette intégrale. 
Mais Jacobi a fait voir (!) qu’on ne peut introduire dans l’Analyse 


(‘) De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis (Journal de 
Crelle, t. XII). 
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des fonctions périodiques d’une seule variable à plus de deux pé- 
riodes, et nous renverrons, pour ces recherches, au Mémoire de 
Jacobi1 et à celui de Rosenhain GE 


1384. Les propriétés de l'intégrale IT dépendent principalement 
de la situation relative des trois couples de points critiques Ær, 


I L re : 
D PE sa /— —. Nous avons déjà vu que l’on peut toujours ra- 
"4 /È 


mener l'intégrale au cas où la constante Æ est réelle et numéri- 
quement moindre que l’unité. Nous verrons bientôt aussi [1392] 
que le cas de 7 complexe peut toujours se réduire à celui de 
n réel. 

Cela posé, en ne considérant qu'un seul point de chaque couple, 
on verra que, suivant que l’on se trouvera dans l’un ou l’autre de 
quatre cas, 


(a) —D<nE— 1, 
(2) —1<n<—i, 
(3) a er 

(4) one +E, 


; ; : _ I 
représentés par la fig. 109, le point critique ——— occupera, par 


V— 7 


Fig. 109. 


rapport aux deux autres, les positions correspondantes indiquées 


par la fig. 110. 


1 — 
Quand le point —— coïncide avec un des deux autres, nous 
V— 7 


(*) Sur les fonctions de deux variables et à quatre périodes (Mémoires de l’Institut 
de France, Savants étrangers, t. XI, p. 376; 1851). 
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avons vu [1306] que l’intégrale IT se ramène aux intégrales des 


Fig. 110. 
id 
(4)+ 
| +1 2 
CRE AR PTE pe — 1 ——“#< : 
0 tf} (3) Z 


deux premières espèces, en vertu des formules 


4] 
, du le sn 4 dnu 
a |- — = A?u — elu + — ue 
cn? en 4 
red u sn a Cnu 
Re el n —"%? = + 
du? dn « 


Pourr—t0 di 7. 
Pour n =, nIl a pour limite [ 1306, 2°] 
du en u dnu 
—— = u — elu — ————. 
SI DILUCL 
1385. Si n parcourt l’axe des x, de — x à + , alors, dans le 
passage de l’une à l’autre des régions indiquées par les n°° (1), (2), 


(a (4) sur la fig. 100; le produit 
N=a(r+i)(r +), 


que l’on pourraitappeler le z2ombre caractéristique de l'intégraleTT, 
changera chaque fois de signe. Nous verrons que du signe de N 
dépendent les propriétés fondamentales de l'intégrale. 

D'après cela, nous diviserons les intégrales elliptiques de troi- 
sième espèce et de paramètre réel en deux classes : la première, 
correspondante aux valeurs négatives de N, et par suite aux cas où 
le paramètre 2 satisfait à l’un des deux systèmes d’inégalités 


(1) CT UT, 
(3) re 2 0 


sera dite la classe des intégrales à paramètre logarithmique ; la 
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seconde, pour laquelle on a N > o et l’un des systèmes d’inégalités 


(2) — 1 n L— }?, 
(4) OT TL + D 


sera dite la classe des intégrales à paramètre circulaire. Nous 
donnerons bientôt la raison de ces dénominations [1390 |. 

S1 l’on désigne par & un argument réel, que l’on pourra tou- 
jours supposer compris entre — 2K et + 2K ou entre —2K'et 
+ 2 K’, les nombres compris respectivement dans les quatre inter- 
valles (1), (2), (3), (4) de la jig. 109 pourront être représentés 
par les expressions 


il 
D OA SI doll ti 0. 


snc? a 


Donc la première classe comprendra les intégrales des deux formes 


We du É° du 
D ? > > 9 2 
sn? & PK snTasnez 
I — sn 
SC æ 


O 
et la seconde classe les intégrales des deux formes 
/> 


du f a du 
LAS dn'?asn°? JO À 2tn 24 sn?x 


(Q 


1386. Outre les intégrales de la forme 


un dut 
== 
1 1H 2 sn? AS 1 


la troisième espèce d’intégrales elliptiques comprend encore 
d’autres intégrales, liées aux premières par des relations simples, 
savoir les intégrales 


u_ sn?r du \ 
peus —= -(u—1I), 


I + 2 Sn° 4 2 
0 
vu cn?udu u I 
ee D MR ne moe Lei vo M Lea mo 
1+ 2Sn°u 72 ñ 
0 
4 An?u du k2u k? 
nn  — + (i1+ — | TH, 
Jo "Liz Sn 7i n 
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dont chacune se partage en deux classes de la même manière 


que IE 


1387. Les périodes des intégrales de troisième espèce qui ré- 
; Fe I er 
pondent aux points critiques mi ais T sont, comme pour les inté- 


grales de première et de seconde espèce, des multiples des inté- 


grales complètes 


7 EN 4 
K dut à k du 
a — = , Y£ D REC DO. 0 
1 —- 72 SN° 4 à 1 ++ ZA SN° «4 


0 


Les périodes relatives aux points + auront pour valeur, 
= Vi 


1 
au signe près, la valeur, pour z — Paurs de l’expression 
SAC 


ee I I rn 
D 74 LI RE ER 
( = VN 


N désignant le même produit qu’au n° 1385. Cette période est 
donc imaginaire pour les intégrales de la première classe, réelle 
pour celles de la seconde. 


1388. Si l’on changeueniu,ona 


Tru ) re du en? du 
o 1+Aasnixu : 1—ntn2u — 1 — TR NC 


‘à . ua du 
= He ES — 
n +1 1—(2+1)sn'?x + 


& O 


c'est-à-dire 


27 2 
+ 


I{am'u, — n—1, #). 
2 +I nn +Ii 


IL AMI M, NE 


L'intégrale se change donc en une autre, de module complémen- 
taire et de paramètre — 7 — 1. 
Le nombre caractéristique de la nouvelle intégrale, de module 4", 
élant égal à 
— n(r+i)(r +4?) 
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celte intégrale n'appartiendra pas à la même classe que la pre- 
mière [T(amu, n, k). 


1389. Z'hcorème d’addition pour les intégrales elliptiques de 


Soient [l(v,n), IL(y, 7) deux intégrales de 
même module et de même paramètre, et posons 


troisième espéce. 


(x) No, 2)+1{y, 2) =U, 


d’où 
de d'y 
(1 + 2 sin?o) Ap (1 + 2 sin?y) Ay 


” 


S1 la somme des intégrales de première espèce d’amplitudes +, y 
doit être constante, on a alors 


do d: 
2 — —+ “ee = 10) 
À Av A7 
d’où, en éliminant dy, 
n{sin?y — sin?v) do 


Abe 


Or nous avons trouvé [1381 |, pour les intégrales de seconde espèce, 
la formule d’addition 
Elo)+E{x) — E{o) — 4?sins sinysiny, 
d'ou l’on tire, & étant constant, 
Ao do + Aydy = Æ?sinc.d{sins sinz), 
ou, en éliminant encore dy au moyen de l’équation (2), 


A?m — A?- ; Nr dd: 
SR Ne do = A?(sin?y — sin°o) —, 


— Asinc.d{sinysiny) — re A9 


et, par suite, 


ñn sins.d{sinssin}) 
EE ina Gore int! 
1 + 2(sin?y + sin°Y) + x? sin? sin° 4 


On a d’ailleurs, par la formule d’addition des intégrales de pre- 
mière espèce [ 827, V|, 


(coss + sin siny Ac) = cos? cos? y — 1 — (sin?o + sin*x) + sin?o sin? y, 
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d'où, en éliminant sin? + sin?y, et posant, pour abréger, 


SIN © SM — ts 


on tire 
n Sinc dt 


di : 


) 


1+ Sins — 24 COS As.t + nr + A?sin°c)t 
On a, par conséquent, 
I(y, 2) +il(z,z) — f'dU + const. 
Si l’on suppose maintenant ç = 0, il en résultera 
nv, n) 0,07 06 me 0; 


Donc, en intégrant à partir de 6 —o ou de £— 0, la constante 
d'intégration sera égale à IT(o, 7). Donc 


t - 

5) Lg) non) nn) | AA ÈE 
0 

ou 


; sn & Su f 
Hama, 2) + H{ame, 2) — Hfam(u+v), x] il dU. 
(e) 


1390. La nature de cette intégrale dépend de celle des racines 
du dénominateur de dU, c’est-à-dire du signe de l'expression 


(a cosc Ac) —{1+ nsinc)na(n + 4*sin?c) 


— — sin?o.n(nr +i)(r +4?) —=—N\sin?c. 


Le dénominateur de Ü sera donc décomposable en facteurs réels 
ou en facteurs complexes suivant que N sera négatif ou positif, 
c'est-à-dire suivant que le paramètre 7 appartiendra à la première 
classe ou à la seconde. 

Donc, si les intégrales IT(o, 7), I(%,7) sont de la première 
classe, le second membre de la formule d’addition (3) s’exprimera 
sous forme réelle au moyen de la fonction Arg Th, ou, ce qui 
revient au même, au moyen des logarithmes. Si les intégrales sont 
de la seconde classe, le second membre s’exprimera par un arc tan- 
sente. De là les noms de paramètre logarithmique où de para- 
mètre circulaire, attribués respectivement, dans ces deux cas, à la 
constante 72. | 
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On trouve, en effectuant les calculs, pour la première classe, 
I Vÿ— N.sinosinysins 


= es Arg Th - , 
V—N 


I L] G) L - 
Sin sin ® Sin y COS c AT 
n 


et pour la seconde classe, 


VN.sinssinysins 


I 
=== aretane . 
I ee 
vN — + sin?o + siny Siny COSc AG 
7 


1391. Relation entre des intégrales de troisième espèce de 
méme amplitude et de paramètres différents. — Si l’on difré- 
rentie l'expression 

Sin COS 
AE g sin?v ) A9” 


(ÉfMESS, 


ce qui donnera 


{ Me) à 2 Qan#t .2 «in 
1—(92+ g)sin?o +{1+2g)4?sinto — gk?sin 9 dy 


1211028 “mes APTE ra 
(ue 21 sin" 6 AT A9 


on en tirera, étant, comme g, une constante indéterminée, 


Î] 
\ 


1 + An? 


PAR Pi—{2+g)sin o+ii+2g)k?sin?o — 94?sinfo do 
) je (1 + g sin) A?o + Asin?y cos’? A® 


À j OT d 
Les deux termes de la fraction qui multiplie ©, dans le second 
A9 
membre, sont deux polynômes du troisième degré chacun par rap- 
; s ml 
port à sin?0. En remarquant que la fraction se réduirait à — pour 
œ 


sin?o — + , on en conclut que cette fraction peut se décomposer 
en fractions simples, sous la forme 
A A’ A” 
+: * 9 > PERS ce ne Qui” 
1 + 72 SIN © 1517 Sin” 9 1+7n Sin” 9 


(2) fe 


I 
o 
O 


et l'équation (1) devient 


% div J / ' ! A’! 72 
(3) Mare dr mel AL Cr SCA RATER My, 2°). 


H. — Cours de Calcul infin., VV. 10) 
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Cette équation contient les huit constantes 
5 À, za, fe TE À, A’, A, 


liées entre elles par six relations, savoir, les trois relations obtenues 
en identifiant le polynôme 


9 


(1 + g sin?o)? A? + X sin°o cos? 
avec le produit 
(1 msin?o)(i+ n'sin?o)(r + 7"sino), 


et les trois autres qui déterminent les coefficients À, A’, A7. On 
peut donc se donner à volonté deux de ces constantes et déter- 
miner par leur moyen les six autres. 

Supposons que l’on ait choisi d'avance les deux paramètres », 
n',et que ces paramètres aient ou des valeurs réelles ou des valeurs 
complexes conjuguées, de sorte que leur somme et leur produit 
soient des quantités réelles. On trouvera alors, pour les autres 
constantes g, , n°”, des valeurs réelles, par la résolution des équa- 


tions 
| 29+h— R=n+nr+n", 


(4) 


2 7 EP) ee. / / 24 
o — 29k nn +(na+n')n à 


mo innine 


En ajoutant ces équations après les avoir multipliées 1° par 5, 
1/1, 2OHDATI Ve RLIONIONEITe 


(5) 


5 (g +1Pk = {n+i)(r +i)(r" +1), 
(6) RU nr EU) (nee) mr 


S1 l’on déduit de la dernière équation (4) la valeur de 


(Ti in , 


nn 


et qu'on la substitue dans (5), l'équation deviendra 
(S) g?[rn! + k?(n + n' + 1)] + 224 "?7n — an'(nr' + n Eine Lee 


On voit aisément que les valeurs de g fournies par cette équation 
sont réelles quand » et n’ sont deux quantités complexes conju- 
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guées. On trouve, en effet, pour la quantité sous le radical dans 
l'expression de g, 

k'trn+ nn{nan+nr+n + kR][ner + P(n+n +) 
= nn(n+i)(r +i)(r + Æ2){n + k)= NN, 


N et N'étant les nombres caractéristiques [1385 | des deux para- 
mètres 2, n', et ce produit est posilif, si les deux nombres nn’ et 


; n+n'\? LE 
FR sont positifs. 
2 


Connaissant g, on aura n°” par l'équation (7) et 2 par l'équation 


(9) h=— 


rer nt en ton 1 GO Ant 


On a ensuite 
Hate t(r+aegi(r+sgk) 


TAUPE) 708) 


£ — 


y 


d’où l’on déduit les valeurs de A’ et de A’ par des permutafions 
d’accents. 


1392. Dans le cas où 2 et x! sont deux quantités complexes 
conjuguées, les valeurs de g, h, n” étant réelles, on voit que l’é- 
quation (3) donne pour la somme 


< ATI(o, 2) + A'I(», n') 
une valeur réelle 


dé dw LI [/ !/ 
JS Er) arn(ev) 
[e] le] 


dans laquelle entre une intégrale de troisième espèce à paramètre 
réel. En substituant successivement, pour g,h, n°, À, A’, A”, les 
deux systèmes de valeurs de ces quantités qui correspondent aux 
deux racines de l’équation (8), on aura deux équations de la forme 


(10) 


d’où l’on tirera pour IT{o, 2) et IL(, #') des valeurs exprimées au 
moyen de deux intégrales à paramètres réels [IT (0, 7,), IL(, n°). 


On peut donc, dans tous les cas, ramener une intégrale à paramètre 
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complexe à des intégrales à paramètre réel, ainsi que nous l’avions 


annoncé | 1384]. 


Dans le cas particulier où l’on a 
nn +n+n+/—o, 


l’une des racines g, de l’équation (8) est nulle, et il vient 


" 
HN 0) = nn 


Si l’on fait 


HER LEON NRC 


on trouvera, en reprenant directement les calculs, à partir de l’é- 
quation (1), dans l'hypothèse de 3 — 0, 


A u+ + (2%?coss — per!” 
EVA RE ex?) ? 


et la seconde équation (10) sera remplacée par l'équation 


72 s 
(11) A,ll(v,7) + Allo, zx) = — PAR) AE LE ee 


1393. Nous avons établi [1350] la relation identique 


Ua TS la re) sé th sn?u 
(SN PSS sn? a 


On en tire, en la différentiant logarithmiquement, 


D, sn? x 


D, log$, (a + x) — D, logSi(x — x) — 2D, logè (x) — sn? x — sn?a” 


d'où, en permutant entre eux a et u, et remarquant que la fonc- 


tion 5, estimpaire, 
2 
D, logS$, (x + «) + DilogS, (x — x) — 2D,logS (x) — Da sn’a 


sn? a — sn? x? 
par suite, à cause des égalités 

D.logS,(x+a)—=D,logs;(r—«), Dlog3(x—«) = —D,logs, (x —«), 
on a 


D, sn°?a 
sn? — sn°?a 


D, log 5, (x + &) — D, log3, {x — &) — 2D, logS(a) — 
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On tire de là, en intégrant par rapport à x, 


dna f# du I ire) 
es. 1e nil), dog — 10g — 
( in & sn? 4 CANeLE 2 SS(x —«) 
I — 
sn? a 


expression des intégrales dont le paramètre est logarithmique et 
compris entre — 1 et — , en fonction des quantités logs, et de 
leurs dérivées. 


1394. Nous avons encore démontré [1350] la formule 


PS ont) 
: —1— #*sn?a sn°u, 
\ 


[CS {a)F TS (x)T 
d’où l’on tire, en raisonnant comme au numéro précédent, 


J(r+e) 


eo 


[42 9 
9 sn? x du I 
,) Æsnacnadna Eee er D l06 + (alor 
LD 1—4?sn?a sn?u : D 
. 


Le premier membre de cette équation est l'intégrale que Jacobi 
a choisie comme type des intégrales de troisième espèce et qu'il 
a désignée par [L{w, a). Pour éviter toute confusion avec la nota- 
tion de Legendre, dont nous nous sommes servi jusqu'ici, nous 
désignerons, avec Gudermann, l'intégrale (2) par le symbole 


sn? « du 


[22 
(3) $(u,a)—= #?snacna dna > or 
An id Sn 


Suivant le langace adopté par Jacobi, la constante a est dite le 
gag P , 
paramètre de l'intégrale, tandis que, d’après la terminologie de 
Legendre, le paramètre est — k?sn?a. 
En comparant l'expression précédente avec l’intégrale corres- 
P P P 5 
pondante de Legendre, on aurait 


102 Ye CRE 
(4) AOIET le u + I(amu, — 4? sn°?a)], 
n Ur 
b5 n(pn)=F(e)+ 2 6] r(#) F ('arcsin )| 
V—\ À 


La formule (2) donne le développement en série des intégrales 
de troisième espèce à paramètre logarithmique compris entre — #2? 
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et o, comme la formule (1) donne le développement des intégrales 
dont le paramètre est compris entre —@ et —1. 
Si l’on a égard à la formule (11) du n° 1380, la valeur (2) de 


$(u, a) pourra encore s’écrire sous la forme 


E I Sr + x 
(6) Sa a)=u(de Te) — og Ee 


1395. Il est maintenant facile de passer au développement des 
intégrales à paramètre circulaire, les différentes formes d’intégrales 
de troisième espèce pouvant se déduire les unes des autres par les 
substitutions qui transforment les unes dans les autres les quan- 
tités 

I 


RE ULRE jru dn vu, 7 Sn 4 7e tn/° a, 
SshC° & 
SR RE QE indiquées [1389 | comme représentant le paramètre 


n dans les quatre cas qui peuvent se produire. 
I 


S1 l’on remplace a par a K + :K", Asna se change en 
: sc « 


et l'intégrale (3), relative au troisième intervalle [1384], se change 
dans l'intégrale relative au premier, c’est-à-dire dans l’autre type (1) 
d’intégrales à paramètre logarithmique : 


dnca MSN 2 du I 9,(x + 0) 
= S(1) ES 2 “ ES à Re | — — a —— Ne 
(7) (, &) inc & 1 snc'a— su Delog#a[e) 3) NE Re 


Si l’on change actuellement, dans les formules (2) et (7), a en 
a, on aura les formules qui représenteront les deux sortes d’in- 
tégrales à paramètre circulaire : 


k? dn'atn'a te sn? x du 
S ( u, a) se - 
[0] 


cn? @ 1 + 4'?tn'?a sn? 
ù “A a) 
; I JE SE Ci 
= — x. D,S (ia) + x ce 
. 1 sn? u du 
D NU CO “sac adn'a f| es 
Dodo TA 
(9) VAR 
I à («L'7@ 
— — x,D,log$, (ia) — — 109 ————. 
PNA a enr) 
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1396. On pourrait traiter de la même manière les intégrales 
des trois autres formes 


du cn? 4 du dn°? x du 
RTE 5 p) RAS NS D CURE n° 
eL7Snz4 1 7 lit IS 7 Sn 


On partirait du cas où le paramètre est représenté par —k?sn°? a, 


et, en multipliant ces intégrales respectivement par les facteurs 


dn a £ snacna 
—) dnatna, 


pb} 
tn & dna 


on obuendrait pour chacune quatre formules, dont les seconds 
£ $ x I AE + a) 

membres contiendraient le même second terme - log 5 a: ou 
A) CL — 


ceux qui s’en déduisent, et des premiers termes semblables, au 


changement près de l'indice du $. 


1397. Les seconds membres des formules obtenues de cette 
manière admettent, comme nous l’avons vu dans le $ V de ce 
Chapitre, des développements rapidement convergents pour toutes 
les valeurs du module. 

On peut, dans le cas des formules (7), (8), (9), augmenter 
encore la convergence, lorsque l’argument a du paramètre est plus 

K ie à : : 
grand que — ou —; en introduisant, au lieu de cet argument, son 
2 2 | 
complément K— a ou K'— a. 
On a encore, entre les intégrales (3), (7), (8), (9), les relations 


AMMTA = NTANT 

UC) = ë S(u, a +iK'), 
è 

Guard) 


1398. Donnons encore quelques formules relatives à la forme (3) 
de l’intégrale de troisième espèce, en laissant au lecteur le soin de 
les étendre aux autres formes. 

Si l’on échange entre elles les lettres w et a dans la formule (6), 
on trouve, à cause de $(4—x)—=S(x— x), 


ss < E I J(r +) 
Samarie rlose : 
| K 2) 
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En faisant la différence des deux équations, on obtient la relation 


(10) $(u,a)—uela —${a,u)—aelu. 


\ 


La fonction ${u, a)— uela n’est donc pas altérée par l'échange 
des deux arguments uw, a. 

Si l’on fait, dans l'équation (10), a=K, ${a, K) étant nul, il 
vient 


(11) S(K,a)—Kela —«E. 


Donc l'intégrale complète de troisième espèce s'exprime au moyen 
des intégrales des deux premières espèces. 


pe 
TABLES DE FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


1399. Pour compléter ce que nous avons dit au $ VIL de ce 
Chapitre, touchant le calcul numérique des intégrales et des fonc- 
tions elliptiques, nous ajouterons ici quelques Tables abrégées, 
pouvant servir à éclairer la discussion des formules qui dépendent 
de ces transcendantes, et même à obtenir une première approxi- 
mation des résultats. 

La première de ces Tables donne avec quatre décimales les 
valeurs des fonctions du module, c’est-à-dire des intégrales com- 
plètes de première et de seconde espèce et de la quantité g, pour 
les valeurs de l’angle 8 du module, de centième en centième du 
quadrant. 

Dans les cas où le module est très-voisin de zéro ou de l’unité, 
certaines interpolations devenant pénibles ou même impraticables, 
nous les avons remplacées par l’usage des nombres auxiliaires con- 
tenus dans les colonnes & et S, et dont nous allons expliquer la 
signification. 

D'après la formule (7) du n° 1371, le nombre g est déterminé 


par une série très-convergente pour les petites valeurs du module, 
4 À . 4° « 
série dont le premier terme est —+ Donc la valeur de g est alors très- 


16 
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À 4? | 
peu différente de ” et son logarithme pourra s’obtenir en ajou- 
ke 


: ( à : 7. 
tant à log = une peute correclion que nous désignons par ©, er 


dont les valeurs se prêtent aisément à l’interpolation. 


Exemple. Abou = Foto CulCulen lo Re to 
La Table nous donne d’abord, pour cette valeur de 8, 


log 4 — log sin 9 — T,5945, 
d’où 
k° 


log Tes 3, 9990. 


On a ensuite, en dix-millièmes, 


00020 10:70 000, 


d’où résulte 


3 


1094 log =, 0200. 
10 


Maintenant, M étant le module des logarithmes décimaux, on 


a [1337 | la relation 
I " 
lom-109 = Mir? 
S { 06 =; dy 
d’où l’on tire 
] 
‘a 


l 


I : 
lozlog — — log M°?r? — loglog 40 09910, 


et par suite logg'—1,0594. 


1400. Pour des valeurs très-petites du module #, le quadrant 
elliptique complémentaire K’ prend des valeurs très-grandes et qui 
varient rapidement avec À. Mais on peut en faciliter beaucoup le 
calcul au moyen d’une formule d’approximation, donnée par 
Legendre, et dont nous empruntons la démonstration à une Note 


de M. Darboux. 


(*) I est à peine besoin d'avertir que les logarithmes qui figurent dans tous ces 
calculs numériques sont des logarithmes deécimaux. 


19. 
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Si l’on pose 


‘a Z, k') = 
Vi+zVi+ 'z 
l'intégrale 
: à dz 
Ke — 


ou, en ajoutant et retranchant, au numérateur, la quantité 


dz 
= =#;) 


v2(1 15 


K'= f(1 ef re = f PAP Pen ARR 
Si 0 Vi sien 0 re mie 


Si dans la seconde intégrale on suppose £'— 1, cette intéerale 
O ’ 


DALe die 


se réduit à 


T7 do 


AT I | 
2 1 +2, i Rte 
————— — log 2. 
0 


Donc, pour Æ très-petit et À’ très-voisin de l’unité, la seconde 

® r 2 , 2 Ll V4 

intégrale différera très-peu de — log 2 et pourra se représenter sous 
OR | 

la forme 


1l 
= log2 + €, 


e étant infiniment petit avec À. 
La première intégrale a pour valeur 


ve ALP Er VEN) 
FRET) 0 ; 


1 + À”) k 


et sa imite, pour #’ tendant vers l’unité, est celle de 
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Donc la somme des deux termes de la valeur de K’ peut s'expri- 


mer par la formule 
Ke log 1 + €, 


< étant infiniment petit en même temps que k. 
Donc, pour Æ très-petit, le logarithme de K’ différera très-peu 


A Re ; : 
de loglog … et s'obtiendra en ajoutant à cette dernière quantité 


une correction G, indiquée dans une colonne de la Table I. 

S1 les logarithmes sont décimaux, comme ceux de la Table, il 
4 
À 
Soit, par exemple, 0 — 01,0458 ; on aura 


faudra ajouter au logarithme décimal de + le logarithme de ee 


log + — log(4 coséc9)— 1 ,7454, 
d’où l’on re 
Â 

loglog + — 0,2419 
log — 36 

== = 22 
8x OS 
6 = 0,000! 
logK' —o,6045 


1401. La Table IT fait connaître, pour les diverses valeurs de 
l'amplitude et de l’angle du module, les valeurs, tant naturelles 
que logarithmiques, des intégrales elliptiques de première et de 
seconde espèce. 

Pour les petites valeurs de l’amplitude et du module, l’interpo- 
lation s'effectue plus facilement en faisant usage des valeurs 
naturelles. C’est le contraire qui a lieu pour les grandes valeurs 
des deux arguments, surtout lorsqu'il s’agit des intégrales de pre- 
mière espèce. Aussi avons-nous, pour ces dernières, donné à la 
Table de leurs valeurs logarithmiques une plus grande extension, 
en calculant cette Table pour chaque centième du quadrant, à partir 
de la valeur 0,90 de chacun des angles ® et 0. 

Notre Table étant à deux arguments, et les intervalles se trou- 
vant trop considérables pour qu'on puisse, dans l’interpolation, 
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négliger les différences secondes, nous allons mdiquer en quelques 
mots comment on doit y avoir égard. 

Soit u — f(9,0)une fonction de deux variables, dont on possède 
une Table construite pour des intervalles constants des valeurs 
de chacune des variables. Pour simplifier les calculs, nous pren- 
drons ces deux intervalles pour les unités auxquelles les variables 
respectives seront rapportées. Dans le cas actuel, l’unité à laquelle 
seront rapportés les angles o et 0 sera le dixième du quadrant. 

Proposons-nous de calculer, au moyen de cette Table, la valeur de 


u—=fip +4, + £g) 
do et Do étant les valeurs tabulaires les plus voisines des valeurs © 
et 0, de sorte que À et g soient des nombres moindres que l’unité. 
En développant, par le théorème de Taylor, l'expression de u, 
et négligeant les puissances et les produits des accroissements , 
g, d'ordres supérieurs au second, on aurait une expression de la 


forme 
u—a+a h + a"?? 


+ &g + a, hg 


0] 
+ An Le 


En donnant tour à tour aux accroissements L, g les valeurs 0,1, 
2, et désignant par u», la valeur que prend « POUR = rer 
on pourra déterminer les coefficients &, 4/, a;,... au moyen de &s 
et des différences du premier et du second ordre de la fonction w, 
relatives à cette valeur. 

En désignant par À., A.. les différences première et seconde rela- 
tives à la seule variation de +, par A4 la différence seconde relative 
à la variation de @ et de 8, et ainsi de suite, on trouvera, pour 
valeurs des coefficients, 


I ï 
— — ! _—— 
4 = Uggy € —A,— “ AR TT 
> 


I I 
FE j MR, à — 
a — :, Ace) ai A5, dy1 — . A0, 
el, par conséquent, 


, 1 — 
J (90 + À. 0, +g)=—= Uoo + À (a. : s,+gau) 


I—o 
RE | 
2 


LE 
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Pour résoudre le problème inverse de calculer l’un des argu- 
ments, connaissant l’autre et la valeur correspondante de la fonc- 
tion, on se servira de la même équation, dont on pourra obtenir la 


solution par approximations suCCeESSIVes. 


Exemples. — 1. Calculer F(@) poure— 0, 7444 et 8 — 01,6978. 
En prenant 9, == 01,7, 8, — 01,6, on formera le Tableau suivant 
des valeurs tabulaires de F{®) et de leurs différences : 


1,2579 1, 3118: LV 1,3004 A... 2364 
1 ,4939 1 ,5886 
1,7481 | mean 49 
Diff. LS 3364 543 546 LA. MA eo RAS 314 
2042 947 AMCOTHSÈR 712029 
Diff. 2° a — 178, A —= 404, A —= 3 A, do ee re etes e 543 
h— 0,444, g—=0,778 NES are 
A COrriSé. 0010 


004 eee hi 1,275 

À, COIT. X RER 1107 

À, corr. < g.. 422 

He 1,4164 
Les Tables de Legendre 

donnent 

Li NE AX SE 1,4140 


IL. Étant donnés 0 — 01,5621 et logE(o)=—71,8065, trouver la 


valeur de Q. 
= 


lei po— 01,4, 0 — 01,5, 8 


Valeurs. T1,7844 7799 7797 
8740 8669 
9448 

Dire | 896 45 ‘4 
708 TL 

Diff. 2%.  —188 —26 +3 


10}; 621 
Ace... 896 
SD + * 16 
h FuMrerrE 880 
À, _... EX 45 

SERA 
ne D A La 
SU : 
A, corrigé....— 46 | 


< 


L'inconnue est donnée par l'équation 


== 


\ 
de o, de 


R h(1—h) A 
à a 


3 ABC IEC 1,8089 
Us PRE —1,7844 
1 À) CUITE 2-2 29 
hesle=ntes 250 
R 

S —rserees D-20i1 


= 0,2841 — hi — h)X0,1078. 


En prenant pour première approximation k — 0,28, d’où 


h{1— h)—=0,2016, 


on à, pour seconde valeur approchée, 


110,202). 
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TABLE I. — Fonctions du module. 


0, 
1961 0,0000 
1961 1,6131 
1962 )60 À 5578 
1964 ; 59 À 51 

RE : 1840 
1968 lc 1,454 
1971 92 À 4281 
1974 : Û 4035 
1978 4 À 3804 
1983 4o À or: 3585 


1988 334 À 1 | 1,3376 
Li 3174 
2000 ( 23 À 2975 
2007 2787 
2014 2602 


et bn 
Un D OI UE D = © © 


ND 1 
D © 


2022 c 1,2419 
2030 ( 2240 
2039 4 À 206 
2049 75 | 1890 
2059 € f 1719 
2069 1,1548 
2081 84 h o/ 1380 
2093 1212 
2105 Ü O5 1045 
2118 5 0879 
2131 d : 1,0714 
21/6 0548 
2160 c 57 E ol 038/ 
2176 2 | 56 | 0219 
2102 1,0054 
2208 2,9888 
2225 ) 2 i 9723 
2243 ( 4 9557 
2262 e) 71 À 9390 
2281 9223 


2300 2,9099 
2321 8886 
23/2 8716 
2364 78 À 8544 
2380 8372 


2409 2 | 2,8198 
2433 8023 
2458 7846 
2483 ; 7667 
2509 7486 


2536 2,7304 
2563 9 7119 
2991 7 ; 6932 
2621 6743 
2651 ! 2 6551 


2681 


= 0) togK'og =] 1087 
A 2 #5 


Pour # très-petit : 
Æ2 I = 
log q log Ee, log —= =—2},709018002; 
Mr 09 
logg' — To log M?7° — 0,2698 6837; 


log K' — log (53) A log = + B, 
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TABLE II. — Intégrales de première espèce. 


PAT 9=0/0 0!1 o!2 o!3 oz | 
0/0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000 
1571 9 1578000579 ; ET I) 0 
3142 31028 2190 3136 3133 
4712 4747 4752 4829 4856 
6283 6365 623 6563 6633 
0,784 0,8009 0,8123 0,8411 0,8961 
9429 9682 9879 1,0409 1,0700 
1,0990 S 1,1386 2575 3118 
25066 3116 4939 5886 
4137 4866 7481 9028 


1,9708 1,6627 


O 
+ À 


OOAIGOU ROM 


6328 
1,854: 


4215 


Valeurs naturelles de u=F(>).| 


1,5805 2,0133 2,2439 


os o!6 07 


o!8 os 1/0 
0,0000 0,0000 0,0000 
1577 1577 1977 
3189 3193 9199 
4875 4592 4897 
6690 6729 6745 
0,8692 0,87981 0,8814 
1,0971 1,1169 1,1242 
3664 4097 4265 
6964 7972 8427 
2,1094 2,3085 2,5421 
3,2099 


2,5998 log. à 


0,7 
» 
1979 
5029 
6863 
8217 
9329 
*x0204 


1179 
2010 


2794 
3509 


o!5 
» 
1970 
5007 
6812 
8123 
9170 
*0093 
0825 
1513 
2129 


2681 


0,3 0,4 
» 
1965 
4986 
6765 
8038 
9036 
9860 
0564 
1178 
1925 


o;z 
» 
1962 
4973 
6736 
7088 
8961 
9796 
0429 
1013 
1528 


1988 


00 
» 
1967 
4906 
6787 
8077 
9097 
9947 
0680 
1324 
1897 
2409 


» 
1,1961 
Â971 
6732 
7982 
1,8951 
9743 
0,0412 
0992 
1504 


0,1961 


F(?). 


2208 


fa 
vw À 


O8 
» 
1977 
5037 
6882 
8255 


9391 
x0/03 
1396 
2299 
3242 


1979 
50/42 
6895 
8280 
9436 
x0/480 
1491 
25/6 
3745 
5126 


1979 
5044 
6899 
8285 
9452 
*x0508 
15/4 
2655 
4052 


(ee) 


4149 


0/95 0/56 0/97 
3991 4017 
4197 4187 
4332 4368 
4517 4561 
4714 4769 
4926 4995 
5152 5243 
5395 5517 
5654 5818 
5921 6145 


6188 64 


amu= )=0190 091 092 093 094 


0790 | 0,3:45 3703 3839 
3930 3982 
4071 4130 
4215 4281 
4362 4436 
4511 4595 
4662 4797 


4813  A4g21 
4965 5085 


5114 5248 
5260 5407 


Valeurs logarithmiques de 


0,5126 


TABLE III. — Intégrales de seconde espèce, 


77 


0,98 
4036 
4210 
4396 
4599 
4812 
5051 
3319 
5626 
5984 
Got 
6855 


o!o9 100! 
4048 4052 || 
4224 4229 
4413 4418 
4616 4624 
i84o 4840 
5088  5rot 
5392005391 
5707 5738 
6124 6184 
6685 6854 

à co 


7455 


es _— : = somme 
| à lamu=?|9=0/0 o/1 0/2 0/3 04 0,5 0/6 0/7 o!8 oo 1/0 
h | oo 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
ll L 1572700708 1960 01509 196880156700 1566 150501505056 
ll TT 2 SUD) "EST RIT RTE ATOM STO0B 310100 300600102000 
É 3 4712 4308 4696 4678 4654 4628 A4Gor 4576 4557 4544 4540 
S de 6283 6274 6247 6204 6149 6087 6024 5966 5919 5888 5878 
= o!5 0,7854 0,7836 0,7785 .0,7704 0,7600 | 0,7482 0,7360 0,7246 0,7153 0,7092 0,7071 
= 6 9425 9396 9312 9179 9006 8806 5598 8401 8237 8129 8090 
a 7 1,0996 1,093 1,0828 1,0627 1,0365 1,0060 9736 9423 9156 8975 8910 
5 8 250080250700233388500301085 1250 1,0789 1,0315 9907 9617 gi 
= S 4137 4060 3831 3463 2974 2391 1791 1102 1,0507 1,0057 9877 
oi 110 1,5708 1,5611 1,5326 1,4864 1,4248 1,3906 1,2681 1,1826 1,1011 1,0338 1,0000 
S amu—9|0—0)0 0!1 0/2 o!3 o!4 0/5 0,6 o/7 08 oo z1‘o 
2 o'0 16 » » » » » » » » » » 
D L 1,1061 1,1961 1,1960 1,1958 1,1955 | 1,1952 1,1950 1,1947 1,1945 1,1944 1,1943 
5 2 | Go7t 4o7o 4065 4957 4947 | ‘4036 ‘4925 4915 ‘go 4902 900 
D 3 6752 6729 6718 6700 6678 6654 6628 6605 6587 6575 6570 
£ . 7982 7975 7956 7926 _ 7888 7844 7799 7757 7722 7700 7692 
= 05 1,8951 1,8941 1,8913 1,8867 :,8808 | 1,8740 1,8669 1,8601 1,8545 1,8508 1,8495 
Es 6 9743 9729 9691 9628 9%45 9448 9344 9243 9158 g100 9080 
_ 7 0,0412 0,039 0,0345 0,0264 0,0156 0,0026 9884 9742 9617 9530 9499 
£ 8 0992 0972 oOJIL O8I11  v676 0911 0,0326 0,0135 69999 9831 9782 
E 9 1504 1480 1409 1291 1131 0931 0701 0454 0,0215 0,0024 9946 
= 1/0 0,1961 0,1934 0,1854 0,1921 0,1537 | 0,1305 0,1032 0,0728 0,0418 0,0144 0,0000 
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Une troisième approximation donnerait 
| ANT OT 
d’où l’on conclut, pour la valeur cherchée, 
D 01, 4263. QTtrs 


Les Tables de Legendre donneraient 9 — 01,4257. 
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